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Pref�acio

Redes de Petri �e uma t�ecnica de especi�ca�c�ao formal bem estabelecida� lar�
gamente difundida e adequada para a modelagem de sistemas que tenham
atividades paralelas� concorrentes� ass��ncronas e n�ao�determin��sticas� V�arios
autores t�em mostrado a abrang�encia e a aplicabilidade das redes de Petri
nas mais diversas �areas� tais como	 na ci�encia da computa�c�ao� engenharias
eletr�onica e qu��mica� administra�c�ao de empresas etc� No entanto� tem sido
mais explorada na ci�encia da computa�c�ao e na engenharia eletr�onica� desde
o estudo para a especi�ca�c�ao de sistemas de hardware ou software� avalia�c�ao
de desempenho� especi�ca�c�ao de protocolos de comunica�c�ao� diagn�ostico de
falhas e no projeto de software
hardware� entre outros�

Este texto oferece uma introdu�c�ao �as redes de Petri e aplica�c�oes� Inicial�
mente� s�ao apresentados os diversos tratamentos dados as redes de Petri� De
maneira uniforme� apresentamos os conceitos� propriedades e metodologias
de an�alise e aplica�c�oes� Um grande n�umero de exemplos de modelagem s�ao
utilizados� possibilitando a percep�c�ao do poder das redes de Petri e tornando
o leitor apto a modelar problemas atrav�es desta t�ecnica�

Esta monogra�a est�a estruturada em seis cap��tulos� tendo um cap��tulo
de introdu�c�ao� onde �e apresentado um breve hist�orico das redes de Petri�
situando o leitor nas mais diversas �areas de pesquisa em que redes de Pe�
tri v�em sendo utilizadas� S�ao apresentados os conceitos b�asicos tais como	
estrutura� grafo associado� o conceito de marca�c�ao� regras de execu�c�ao e al�
guns exemplos para ilustrar estes conceitos� O segundo cap��tulo inicia por
apresentar os modelos b�asicos de redes de Petri que possibilitam a modela�
gem de sistemas mais complexos� Posteriormente� �e apresentado um vasto
n�umero de exemplos� que ilustram ao leitor o poder de modelagem das redes
de Petri atrav�es da especi�ca�c�ao de problemas cl�assicos e novos exemplos
descritos pelos autores� O terceiro cap��tulo discute as propriedades das re�

i



des de Petri� bem como diversos m�etodos de an�alise para veri�ca�c�ao destas
propriedades� No quarto cap��tulo� apresentam�se algumas extens�oes �as redes
de Petri� Estas extens�oes elevam o poder de modelagem das redes de Petri
ao da m�aquina de Turing� V�eem�se� neste cap��tulo� as redes de Petri com
arco inibidor� redes de Petri coloridas� redes hier�arquicas e redes de Petri
temporizadas determin��sticas� No quinto cap��tulo apresentamos duas apli�
ca�c�oes das redes de Petri� na primeira tratamos da tradu�c�ao de programa
escritos em linguagem concorrente para as redes de Petri� a segunda� apre�
senta a modelagem e diagn�ostico de falhas em sistemas de controle industrial�
No cap��tulo das considera�c�oes �nais fazemos um balan�co das contribui�c�oes
desta monogra�a e apresentamos algumas linhas de pesquisas atuais� Tr�es
ap�endices tamb�em comp�oem este trabalho� No primeiro deles �e apresentada
uma breve introdu�c�ao a teoria bag� aqui utilizada na formaliza�c�ao das redes
de Petri� O ap�endice B revisa os aspectos mais importantes da �algebra ma�
tricial� Visando tornar o conte�udo do material apresentado mais agrad�avel
ao leitor� as provas dos teoremas fundamentais da teoria das redes de Petri
foram omitidas dos cap��tulos e agrupadas no ap�endice C�
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Cap��tulo �

Introdu�c�ao

A teoria inicial das redes de Petri foi apresentada na tese de doutoramento
Kommunikation mit Automaten do Dr� C� A� Petri em ���� na faculdade
de Matem�atica e F��sica da Universidade de Darmstadt na ent�ao Alemanha
Ocidental� O trabalho de Petri atraiu a aten�c�ao de A�W Holt que� em
conjunto com outros pesquisadores� desenvolveu muito da teoria� nota�c�ao
e representa�c�ao das redes de Petri� De ���� a ����� o grupo de estrutura
da computa�c�ao do MIT foi o mais ativo na na condu�c�ao da pesquisa sobre
redes de Petri� Em ����� houve uma Confer�encia sobre redes de Petri� no
entanto n�ao houve publica�c�ao dos anais ����� Em ����� pesquisadores de
v�arios pa��ses europeus reuniram�se em Hamburgo para um curso avan�cado
sobre a Teoria Geral das Redes de Processos e Sistemas ����� Seguiram�se
diversos outros trabalhos propondo altera�c�oes ao modelo original� tais como
redes com arco inibidor� e redes temporizadas determin��sticas e estoc�asticas�
Hoje em dia� redes de Petri �e considerada uma t�ecnica para especi�ca�c�ao de
sistemas concorrentes consolidada� Grupos de pesquisa em todo o mundo
t�em redes de Petri como tema� desenvolvendo estudos sobre seus aspectos
te�oricos e suas aplica�c�oes�

Diversas t�ecnicas de modelagem matem�atica de sistemas em diversas
�areas da ci�encia t�em sido propostas� Barroca e McDermid ���� apresenta a
seguinte classi�ca�c�ao	

�� T�ecnicas Baseadas em Modelos	

Fornece uma descri�c�ao abstrata expl��cita sobre estados e opera�c�oes que
transformam os estados� no entanto n�ao oferece meios expl��citos para
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especi�car concorr�encia� Ex�	 Z �����

�� T�ecnicas Baseadas em �Algebra de Processos�

Estas t�ecnicas fornecem meios expl��citos para especi�car concorr�encia�
O comportamento dos processos �e representado atrav�es de comuni�
ca�c�oes observ�aveis� Ex�	 CCS ����� CSP ���� e LOTOS ���� ����

�� T�ecnicas Baseadas em L�ogica�

Uma grande variedade de t�ecnicas baseadas em l�ogica tem sido pro�
postas� onde se analisam as rela�c�oes causais e aspectos relacionados �a
temporiza�c�ao� Ex�	 L�ogica Modal de A�c�oes �����

�� T�ecnicas Baseadas em Redes�

Estas t�ecnicas modelam concorr�encia� atrav�es de mecanismos impl��citos
de �uxo de tokens na rede� Este �uxo �e controlado por condi�c�oes que
habilitam a realiza�c�ao de tarefas eventos�� Ex�	 redes de Petri�

Redes de Petri �e uma t�ecnica de especi�ca�c�ao de sistemas que possibilita
uma representa�c�ao matem�atica e possui mecanismos de an�alise poderosos�
que permitem a veri�ca�c�ao de propriedades e a veri�ca�c�ao da corretude do
sistema especi�cado� Usando�se redes de Petri pode�se modelar sistemas
paralelos� concorrentes� ass��ncronos e n�ao�determin��sticos ���� Algumas a�
bordagens matem�aticas t�em sido propostas� entre estas uma que trata as
redes de Petri sob o ponto de vista da �algebra matricial ��� ��� outra con�
forme a teoria bag ��� e uma terceira baseada em rela�c�oes� Neste trabalho�
de�niremos e apresentaremos os principais conceitos das redes de Petri sob
esses pontos de vista� mostrando quando cada um desses tratamentos �e mais
conveniente� Neste trabalho� apresentamos um grande n�umero de mode�
los de problemas cl�assicos� bem como modelagem� propriedades� m�etodos de
an�alise �uteis na veri�ca�c�ao dessas propriedades e extens�oes �as redes de Petri�

A representa�c�ao gr�a�ca das redes de Petriver �gura ���� tem se mos�
trado muito �util� pois permite a visualiza�c�ao dos processos e a comunica�c�ao
entre eles� As redes de Petri s�ao formadas por dois tipos de componentes	
um ativo denominado de transi�c	ao e outro passivo denominado lugar� Os
lugares correspondem �as vari�aveis de estado e as transi�c�oes �as a�c�oes even�
tos� realizadas pelo sistemas� A realiza�c�ao de uma a�c�ao est�a associada a
algumas pr�e�condi�c�oes condi�c�ao de alguma vari�aveis de estado�� ou seja� e�
xiste uma rela�c�ao entre os lugares e as transi�c�oes� que possibilita a realiza�c�ao
de uma a�c�ao� De forma semelhante� ap�os a realiza�c�ao de uma a�c�ao� alguns
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lugares ter�ao suas informa�c�oes alteradas p�os�condi�c�oes�� Gra�camente� os
lugares s�ao representados por c��rculos e as transi�c�oes por tra�cos ou barras
ver �gura �����

Lugar : 

Transicao : ou 

Figura ���	 Elementos B�asicos

Estes dois elementos s�ao os v�ertices do grafo associado �as redes de Petri�
Os v�ertices s�ao interligados por arcos dirigidos� Os arcos que interligam
lugares �as transi�c�oes correspondem �a rela�c�ao entre as condi�c�oes verdadeiras�
que em um dado momento� possibilitam a execu�c�ao das a�c�oes� enquanto os
arcos que interligam transi�c�oes aos lugares representam a rela�c�ao entre as
a�c�oes e as condi�c�oes que se tornam verdadeiras com a execu�c�ao das a�c�oes�
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Figura ���	 Grafo

Os v�ertices de uma grafo associada a uma rede de Petri podem ser in�
terligados por m�ultiplos arcos� Por exemplo� um lugar pode ser conectado
a uma transi�c�ao atrav�es de diversos arcos ou vice�versa� Por conveni�encia�
podemos substituir os m�ultiplos arcos por um �unico arco valorado� onde o
numeral associado ao arco corresponde ao n�umero de arcos que interligam
os v�ertices ver �gura �����

Exemplo �

Ilustramos os conceitos informalmente apresentados descrevendo o ci�
clo repetitivo dos turnos per��odos� de um dia� Dividamos o dia em tr�es
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Figura ���	 Arcos Valorados

per��odos	 manh	a� tarde e noite� ou seja� h�a tr�es condi�c�oes� A transi�c�ao de
uma dessas condi�c�oes para uma outra� por exemplo � amanhecer noite �
manh	a�� s�ao os eventos� O modelo que representa o ciclo operacional des�
se sistema �e formado pelas tr�es condi�c�oes� representadas por tr�es vari�aveis
de estado lugares�� e por tr�es eventos transi�c�oes�	 amanhecer� entardecer
e anoitecer� Para representar a situa�c�ao atual� ou seja� em que condi�c�ao
encontra�se o sistema modelado� usamos uma marca grafada um ponto� no
lugar que corresponde a essa situa�c�ao� por exemplo	 a condi�c�ao atual �e ma�
nh	a� Na �gura ����a temos o modelo que representa este sistema e a sua
situa�c�ao atual�

manhatarde
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amanheceranoitecer

entardecer

manhatarde
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Figura ���	 Per��odos do Dia

Nesse modelo� temos a condi�c�ao atual representada pela marca no lugar
manh	a� Estando nesta condi�c�ao o �unico evento que poder�a ocorrer �e entarde�
cer� que �e representado pela transi�c�ao de mesmo nome� Na ocorr�encia desse
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evento� teremos uma nova situa�c�ao atual� ou seja	 tarde� que �e representada
gra�camente� na �gura ����b� por uma marca no lugar tarde�

Exemplo �

A seguir� apresentamos um outro modelo em redes de Petri que repre�
senta algumas das tarefas de uma linha de montagem� Neste modelo� des�
crevemos o empacotamento e envio ao setor de expedi�c�ao de conjuntos de
parafusos e porcas� contudo� n�ao representamos as tarefas da manufatura dos
parafusos e porcas� Este sistema forma conjuntos de tr�es parafusos e tr�es
porcas� Um novo conjunto s�o poder�a ser empacotado quando o conjunto
atualmente produzido for enviado �a fase seguinte do processo� Ap�os os pa�
cotes conjuntos� serem formados� estes s�ao enviados ao setor de expedi�c�ao�
A �gura ��� apresenta o modelo que representa esta linha de montagem�
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Figura ���	 Linha de Produ�c�ao

Ap�os a manufatura dos parafusos� estes s�ao depositados no lugar Para�
fusos� De forma semelhante� as porcas s�ao armazenadas no lugar Porcas�
A transi�c�ao Monta Pacote� que representa a tarefa de forma�c�ao dos conjun�
tos porcas e parafusos�� s�o estar�a apta a ser disparada quando houver no
m��nimo tr�es parafusos e tr�es porcas nos lugares Parafusos e Porcas� respec�
tivamente� Sendo satisfeita esta condi�c�ao� o disparo de Monta Pacote retira
tr�es marcas do lugar Parafusos e tr�es marcas do lugar Porcas e deposita uma
marca no lugar Pacote� que indica a montagem de um conjunto� Tendo sido
produzido um pacote marca no lugar Pacote�� �e poss��vel colocarmos este
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pacote no dep�osito de sa��da da se�c�ao disparando�se Envia Pacote�� para
que esteja dispon��vel ao setor de expedi�c�ao� O pacote� ao ser colocado no
dep�osito� possibilita �a M�aquina montar um outro conjunto� desde que haja
parafusos e porcas su�cientes� nos respectivos dep�ositos de entrada�

A seguir� s�ao apresentados os conceitos b�asicos das redes de Petri� sua
estrutura� o grafo associado� o conceitos de marca�c�ao e suas regras de exe�
cu�c�ao� S�ao apresentados� ainda� exemplos de modelagem de aplica�c�oes� no
entanto� exemplos mais elaborados ser�ao descritos no pr�oximo cap��tulo e no
cap��tulo ��

��� Estrutura das Redes de Petri

Nesta se�c�ao� ser�ao apresentadas tr�es de�ni�c�oes formais para as redes de Petri�
Uma sobre o ponto de vista da teoria bag ���� que apresenta mapeamentos
das transi�c�oes para os bags de lugares� Um bag �e uma generaliza�c�ao do
conceito de conjunto que admite a repeti�c�ao de elementos� Uma introdu�c�ao
sum�aria �a teoria bag �e apresentada no ap�endice �� Uma segunda de�ni�c�ao
usa a nota�c�ao matricial ���� E a terceira� de�ne as redes de Petri atrav�es de
rela�c�oes e pesos associados a estas rela�c�oes ����

����� Estrutura De�nida em Bag

A estrutura das redes de Petri� segundo a teoria bag ��� �e composta por
cinco partes	 o conjunto de lugares P� o conjunto de transi�c�oes T� o bag de
entrada I� o bag de sa��da O e a capacidade associada a cada lugar� Para
cada transi�c�ao existe uma fun�c�ao de entrada� que �e um mapeamento de uma
transi�c�ao tj em um bag de lugares Itj � De forma semelhante� as fun�c�oes de
sa��da mapeiam uma transi�c�ao tj em um bag de lugares Otj � Para denotarmos
conjuntos� utilizamos � f g e para os bags � � ��

De�ni�c�ao ����� � Estrutura das Redes de Petri em bag
 de�ne�se a
estrutura de uma rede de Petri R� como uma qu�ntupla R � P� T� I�O�K��
onde P � fp�� p�� ���� png �e um conjunto �nito n	ao�vazio de lugares� T �
ft�� t�� ���� tmg �e um conjunto �nito n	ao�vazio de transi�c	oes� I 	 T � P� �e
um conjunto de bags que representa o mapeamento de transi�c	oes para lugares
de entrada� O 	 T � P� �e um conjunto de bags que representa o mapea�
mento de transi�c	oes para lugares de sa�da� K 	 P � N

S
f�g� �e o conjunto
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das capacidade associadas a cada lugar� podendo assumir um valor in�nito�

Exemplo ���

A rede dos per�odos do dia ver �gura ���� �e formada por tr�es lugares
e tr�es transi�c�oes� que representam respectivamente as vari�aveis de estados
e as a�c�oes realizadas pelo sistema� As pr�e�condi�c�oes para a realiza�c�ao das
a�c�oes s�ao representadas pelos bags Iti�� ou seja� para que o Amanhecer
possa acontecer� �e necess�ario que a condi�c�ao Noite seja verdadeira� dado que
IAmanhecer� � fNoiteg� Os lugares que s�ao p�os�condi�c�oes das transi�c�oes
ti s�ao representados pelos bags Oti�� A transi�c�ao Amanhecer tem como
lugar de sa��da OAmanhecer� � fManh�ag�

RPeriodos do Dia � P� T� I�O�K�

onde

o conjunto de lugares P �e

P � fManh�a� Tarde�Noiteg�

o conjunto de transi�c�oes T �e

T � fAmanhecer� Entardecer�Anoitecerg�

o conjunto de bags de entrada I �e

I � f IAmanhecer� � �Noite�� IEntardecer� � �Manh�a��

IAnoitecer� � �Tarde�� g�

o conjunto de bags de sa��da O �e

O � f OAmanhecer� � �Manh�a�� OEntardecer� � �Tarde��

OAnoitecer� � �Noite� g�

e o conjunto de capacidades dos lugares k �e

k � fkManh�a � �� ktarde � �� kNoite � �g�

No exemplo acima� n�ao est�a caracterizada a necessidade do uso da teoria
bag� pois nenhuma transi�c�ao tem como entrada ou sa��da mais de um lugar�
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Exemplo ���

A rede do exemplo Linha de Produ�c	aover �gura ���� possui estrutura
que faz uso da teoria bag	

RLinha de Produ�c�ao � P� T� I� O�K�

onde

o conjunto de lugares P �e

P � fParafusos� Porcas� Pacote� M�aquina� Dep�osito g�

o conjunto de transi�c�oes T �e

T � fMontaPacote� EnviaPacoteg�

o conjunto de bags de entrada I �e

I � f IMontaPacote�� IEnviaPacote� g�

IMontaPacote� � � Parafusos� Parafusos� Parafusos�

Porcas� Porcas�

Porcas� M�aquina ��

IEnviaPacote� � � Pacote ��

o conjunto de bags de sa��da O �e	

O � fOMontaPacote�� OEnviaPacote�

OMontaPacote� � �Pacote��

OEnviaPacote� � �M�aquina�Dep�osito��

e o conjunto de capacidades dos lugares k �e	

K � fkParafusos � �� kPorcas � �� kPacotes � ��
kM�aquina � �� kDep�osito � �g�

Observe�se que os bags de entrada da transi�c�ao Monta Pacote possui
tr�es elementos Parafusos e tr�es elementos Porcas�
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����� Estrutura De�nida em Matriz

Devido aos resultados existentes nos estudos da �algebra matricial� as redes
de Petri utilizam este ferramental para a formaliza�c�ao de sua teoria� possi�
bilitando a an�alise de propriedades comportamentais e estrutrais� que ser�ao
adequadamente apresentadas no cap��tulo ��

Segundo o ponto de vista matricial� a estrutura das redes de Petri �e re�
presentada por uma qu��ntupla formada pelo conjunto de lugares� o conjunto
de transi�c�oes� a matriz de entrada das transi�c�oes� a matriz de sa��da das
transi�c�oes e a capacidade de cada lugar� formalmente representado a seguir	

De�ni�c�ao ����� � Estrutura das Redes de Petri em Matrizes
 a es�
trutura de uma rede �e uma qu�ntupla R � P� T� I�O�K�� onde P �e um con�
junto �nito de lugares� T �e um conjunto �nito de transi�c	oes� I 	 P �T � IN
�e a matriz de pr�e�condi�c	oes� O 	 P � T � IN �e a matriz de p�os�condi�c	oes�
K �e o vetor das capacidades associadas aos lugares �K 	 P � IN

S
f�g��

Se o conjunto de lugares ou o conjunto de transi�c�oes �e vazio� a rede �e
dita degenerada�

Exemplo ���

Aqui apresentamos a estrutura da rede do exemplo per�odos do dia� se�
gundo a representa�c�ao matricial� O conjunto de lugares e transi�c�oes s�ao
representados respectivamente por P e T� As matrizes I e O representam
as pr�e�condi�c�oes e as p�os�condi�c�oes� respectivamente� de todas as transi�c�oes
das rede� A coluna Amanhecer da matriz I mostra que o lugar Noite �e
pr�e�condi�c�ao de Amanhecer� De forma semelhante� observamos na coluna
Amanhecer da matriz O que o lugar Manh�a �e p�os�condi�c�ao da transi�c�ao
Amanhecer� Estas duas matrizes representam a estrutura do modelo�

I �

���������

Amanhecer Entardecer Anoitecer

� � �
� � �
� � �

���������
Manh�a
Tarde

Noite

O �

���������

Amanhecer Entardecer Anoitecer
� � �
� � �
� � �

���������
Manh�a
Tarde
Noite
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Exemplo ���

Apresentamos as matrizes de entrada I� e de sa��da O� do exemplo da
montagem de conjunto de parafusos�Observamos a coluna Monta Pacote�
na qual temos representados os lugares de entrada desta transi�c�ao pelos
respectivos pesos dos arcos� por exemplo� o arco que liga o lugar parafuso �a
esta transi�c�ao tem peso tr�es� sendo representado no componente I�� �� � ��

I �

�������������

MontaPacote EviaPacote

� �
� �
� �
� �
� �

�������������

Parafusos
Porcas

Pacotes
M�aquinas
Dep�ositos

O �

�������������

MontaPacote EnviaPacote
� �
� �
� �
� �
� �

�������������

Parafusos

Porcas
Pacotes

M�aquinas
Dep�ositos

����� Estrutura De�nida por Rela�c�oes

�E poss��vel de�nirmos a estrutura das redes de Petri usando rela�c�oes �����
A estrutura �e formada por uma qu��ntupla �P� T� A� V� K�� composta pelo
conjunto de lugares P� o conjunto de transi�c�oes T� o conjunto dos arcos que
interligam lugares �as transi�c�oes ou transi�c�oes aos lugares� a valora�c�ao ou
peso dos arcos representada por V e o conjunto das capacidades dos lugares
K� Formalmente esta de�ni�c�ao �e apresentada a seguir	

De�ni�c�ao ����� � Estrutura das Redes de Petri por Rela�c�oes
 de�ne�
se a estrutura das redes de Petri por uma qu�ntupla P� T� A� V�K�� onde T
�e o conjunto de transi�c	oes� P o conjunto de lugares� A o conjunto de arcos
e V o conjunto de valora�c	oes dos arcos� Os elementos de A s	ao arcos que
conectam transi�c	oes a lugares ou lugares a transi�c	oes �A � P � T �

S
T �

P ���

��



Comos vimos na de�ni�c�ao acima� podemos dividir os elementos de A em
dois sub�conjuntos � o conjunto das entradas �as transi�c�oes e de sa��da das
transi�c�oes� I � fpi� tj�g e O � ftj � pi�g� respectivamente�

Exemplo ���

A estrutura da rede de Petri do exemplo per��odos do dia e da linha de
produ�c�ao de parafusos �e

RPeriodos do Dia � P� T� I�O�K�� onde

o conjunto de lugares P �e	

P � f Manh	a� Tarde�Noiteg�

o conjunto de transi�c�oes T �e

T � fAmanhecer� Entardecer�Anoitecerg�

o conjunto de arcos A �e

A � f Manh�a� Entardecer�� Entardecer� Tarde��

Tarde� Anoitecer�� Anoitecer�Noite��

Noite� Amanhecer�� Amanhecer�Manh�a� g�

o conjunto de valora�c�oes dos arcos V �e

V � f�� �� �� �� �� �g

e o conjunto de capacidades dos lugares k �e

k � fkManh�a � �� kTarde � �� kNoite � �g�

Exemplo ���

RLinha de Produ�c�ao � P� T� I� O�K�� onde

o conjunto de lugares P �e

P � fParafusos� Porcas� Pacote�M�aquina�Dep�ositog�

��



o conjunto de transi�c�oes T �e

T � fMontaPacote� EnviaPacoteg�

o conjunto de arcos A �e

A � f Parafusos�MontaPacote�� Porcas�MontaPacote��

M�aquina�MontaPacote�� MontaPacote� Pacote��

Pacote� EnviaPacote�� EnviaPacote�M�aquina��

EnviaPacote�Dep�osito� g�

o conjunto de valora�c�oes dos arcos V �e

V � f�� �� �� �� �� �g

e o conjunto de capacidades dos lugares k �e

K � fkParafusos � �� kPorcas � �� kPacote � �� kM�aquina � �� kDep�osito �
�g�

Neste trabalho� tratamos as redes de Petri segundo o ponto de vista
matricial e� quando conveniente� atrav�es do estudo dos bags� pois para mo�
delos de grandes dimens�oes� as matrizes n�ao possibilitam uma representa�c�ao
compacta� dado a sua esparcidade caracter��stica�

��� Rede de Petri Marcada

Uma marca tamb�em denominada �cha ou token� �e um conceito primitivo
em redes de Petri� tal qual lugar e transi�c�ao� As marcas s�ao informa�c�oes
atribu��das aos lugares� O n�umero e a distribui�c�ao de marcas nos lugares
correspondem �a marca�c�ao estado� da rede em um determinado momento�
Nesta se�c�ao apresentamos a de�ni�c�ao formal de marca�c�ao� assim como a
de�ni�c�ao de uma rede de Petri marcada�

De�ni�c�ao ����� � Marca�c�ao
 seja P o conjunto de lugares de uma rede R�
De�ne�se formalmente marca�c	ao como uma fun�c	ao que mapeia o conjunto
de lugares P a inteiros n	ao�negativos M 	 P � N �

��



Uma outra de�ni�c�ao da marca�c�ao das redes de Petri pode ser apresentada
na forma vetorial�

De�ni�c�ao ����� � Vetor Marca�c�ao
 seja P o conjunto de lugares de uma
rede R� A marca�c	ao pode ser de�nida como um vetor M � Mp��� ����
Mpn��� onde n � �P � para todo pi � P tal que Mpi� � IN�

Em geral� a presen�ca de marcas em um lugar pode ser interpretada como
a presen�ca de um recurso de um determinado tipo� Vale ressaltar� que o
conjunto e a distribui�c�ao de marcas em uma rede �e a marca�c�ao desta rede e
esta representa o estado do modelo� Gra�camente� as marcas s�ao represen�
tadas por pontos colocados no interior dos lugares� �E poss��vel designarmos
o n�umero de marcas atrav�es de um numeral no interior dos lugares� Na
�gura ��� apresentamos as redes marcadas R� e R�� cujos vetores marca�c�ao
inicial s�ao representados respectivamente pelos vetores MR�

� e MR�
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Figura ���	 Redes Marcadas R� e R�

MR�

� �

�����������

�
�
�
�
�

�����������

p�
p�
p�
p�
p�

��



MR�

� �
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Uma rede de Petri marcada pode ser de�nida por uma dupla formada
pela estrutura da rede R� e uma marca�c�ao inicial M�� associada �a rede� A
seguir apresentamos a de�ni�c�ao formal das redes de Petri marcadas�

De�ni�c�ao ����� � Rede Marcada
 de�ne�se uma rede de Petri marcada
pela dupla RM � R�M��� onde R �e a estrutura da rede e M� a marca�c	ao
inicial�

O comportamento dos sistemas pode ser descrito em fun�c�ao dos seus esta�
dos e suas altera�c�oes� Para simular o comportamento din�amico dos sistemas
a marca�c�ao da rede de Petri �e modi�cada� a cada a�c�ao realizada transi�c�ao
disparada�� segundo algumas regras de execu�c�ao� Estas regras s�ao apresen�
tadas na se�c�ao seguinte�

��� Regras de Execu�c�ao

O disparo de transi�c�oes execu�c�ao das a�c�oes� �e controlado pelo n�umero e
distribui�c�ao de marcas nos lugares� Uma transi�c�ao t est�a habilitada se�
e somente se� todos os lugares de entrada pi � P � de t t�em marca�c�ao
Mpi� � Ipi� t�� Denota�se a habilita�c�ao de uma transi�c�ao t para uma
marca�c�ao M� por � M ��t �� Vale ressaltar que a marca�c�ao habilita o disparo
de uma transi�c�ao� contudo n�ao obriga o seu disparo n�ao�determinismo�� No
exemplo da linha de produ�c�ao� a exist�encia de parafusos e porcas n�ao obriga
a montagem dos conjuntos ���� Disparando�se uma transi�c�ao t� retira�se um
n�umero de marcas� igual ao peso do arco de entrada� de todos os lugares
de entrada pi de t� e s�ao criadas marcas nos lugares de sa��da� O n�umero de
marcas criadas em cada lugar de sa��da da transi�c�ao t �e igual ao peso do arco
de sa��da� Denota�se a acessibilidade da marca�c�ao M �� a partir de M � pelo
disparo da transi�c�ao t por � M ��t � M �
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Figura ���	 Disparo de Transi�c�oes

A seguir� mostramos a altera�c�ao da marca�c�ao inicial M� � �� �� �� �� ��
da rede marcada R�� apresentada na se�c�ao anterior� devido ao disparo da
transi�c�ao t��

Se M��tj � M �� ent�ao

M �p� � M�p�� Ip� tj� !Op� tj�� �p � P
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O disparo da transi�c�ao t� altera a marca�c�ao� retirando uma marca do
lugar p� e armazenando uma marca no lugar p� e p�� A nova marca�c�ao
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M � pode ser obtida subtraindo�se o vetor marca�c�ao atual M� pela coluna
correspondente �a transi�c�ao disparada da matriz de entrada I� e somando�
se a coluna correspondente �a transi�c�ao disparada da matriz de sa��da O��
conforme mostrado na �gura ���� Formalmente� apresentamos as regras de
execu�c�ao das redes de Petri a seguir	

De�ni�c�ao ����� � Transi�c�ao Dispar�avel
 uma transi�c	ao t �e dispar�avel
para uma marca�c	ao M �M �t � � se� e somente se� Mp� � Ip� t� para todo
pi � P � Se t �e dispar�avel para uma marca�c	ao M�� ent	ao com o disparo de
t obtem�se uma nova marca�c	ao M � �M �t � M ��� tal que
 M �p� � Mp� �
Ip� t� ! Op� t�� para todo p � P �
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Figura ���	 Rede R� Marcada

Apresentamos na �gura ��� as marca�c�oes acess��veis� da rede R�� atrav�es
dos disparos das transi�c�oes t� e t�� A marca�c�ao inicial M� � �� �� �� �� ��
habilita o disparo das transi�c�oes t� e t�� Com o disparo de t� obtemos a
marca�c�ao M� � �� �� �� �� ��� contudo� ao dispararmos� a partir de M�� a
transi�c�ao t�� atingimos a marca�c�ao M� � �� �� �� �� ���

A seguir� apresentamos dois casos particulares de con�gura�c�ao� que t�em
regras de disparo distintas da apresentada� O primeiro caso� corresponde
a transi�c�oes que n�ao possuem lugares de entrada� Estas transi�c�oes s�ao de�
nominadas transi�c�oes fonte source�� A outra situa�c�ao especial� �e aquela
que apresenta transi�c�oes sem lugares de sa��da� Uma transi�c�ao sem lugar de
sa��da �e chamada de transi�c�ao de absor�c�ao sink�� Uma transi�c�ao fonte est�a
sempre habilitada ver �gura ���� e o disparo de uma transi�c�ao de absor�c�ao
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consome marcas nos lugares de entrada� por�em n�ao cria outros recursos ver
�gura ������ A seguir de�nimos formalmente as transi�c�oes de absor�c�ao e
fonte�

source
t0 source

t0

Figura ���	 Transi�c�ao Fonte Source� antes e ap�os o Disparo

De�ni�c�ao ����� � Transi�c�ao Source
 a transi�c	ao ti �e de�nida como �Sour�
ce� se� e somente se� Ip� t� � �� para todo p � P �

sink t0 sink t0

Figura ����	 Transi�c�ao de Absor�c�ao �Sink�� antes e ap�os o Disparo

De�ni�c�ao ����� � Transi�c�ao Sink
 a transi�c	ao ti �e de�nida como sink se�
e somente se� Op� t� � �� para todo p � P �

��� Matriz de Incid�encia

Utilizando�se a representa�c�ao matricial� a estrutura das redes de Petri �e
representada pelo conjunto de lugares� conjunto de transi�c�oes� matriz de en�
trada e matriz de sa��da� Essas matrizes expressam as interconex�oes entre
lugares e transi�c�oes dos modelos� dado que a matriz de entrada apresenta os
lugares de entrada pr�e�condi�c�oes� e a matriz de sa��da os lugares de sa��da
p�os�condi�c�oes� das transi�c�oes� assim como a valora�c�ao destas interconex�oes
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arcos�� Quando uma transi�c�ao t dispara� a diferen�ca entre as marca�c�oesM�

e M� �e igual �a diferen�ca dada por Op� t�� Ip� t�� para todo lugar p � P �
Denomina�se C � O � I a matriz de incid�encia� dado que esta fornece a
incid�encia de arcos de entrada e sa��da em cada transi�c�ao dos modelos� Esta
matriz representa a estrutura dos sistemas modelados� A seguir� apresenta�
mos a de�ni�c�ao da matriz de incid�encia�

De�ni�c�ao ��	�� � Matriz de Incid�encia
 seja a rede R � P� T� I�O�K��
onde P �e o conjunto de lugares� T o conjunto de transi�c	oes� I a matriz de
entrada� O a matriz de sa�da e K a capacidade dos lugares� A matriz de
incid�encia C das redes de Petri representa a rela�c	ao P � T � Z de�nida
por
 �p � P� �t � T jCp� t� � Op� t�� Ip� t��

Embora a estrutura da rede seja representada pelas matrizes de entrada
e sa��da e� conseq�uentemente� pela matriz de incid�encia� em alguns casos a
matriz de incid�encia n�ao possibilita a representa�c�ao desta estrutura comple�
tamente�

��� Rede Pura e Self�Loop

Os conceitos de self�loop e de rede pura s�ao de particular import�ancia� dado
que a matriz de incid�encia de redes impuras n�ao representa a estrutura da
rede�

Um par pi� tj� formado por um lugar pi e uma transi�c�ao tj �e denominado
self�loop� se pi �e� ao mesmo tempo� pr�e�condi�c�ao e p�os condi�c�ao de tj � Uma
rede de Petri �e dita pura se n�ao tem self�loops�

De�ni�c�ao ����� � Rede Pura
 uma rede Rk �e dita pura se� e somente se�
n	ao cont�em nenhum self�loop� ou seja� Ipj � ti� � Opj � ti� � �� para todos
ti � T� e pj � P �

Uma rede com self�loops impura� pode ser transformada re�nada� em
uma rede pura atrav�es da introdu�c�ao de pares dummy� O par dummy cor�
responde a um par formado por um lugar e uma transi�c�ao que re�nam um
self�loop� Este re�namento pode ser observado na �gura ����� onde temos
a substitui�c�ao do arco de entrada do lugar p� Ip�� � t�� pelo par dummy
p�� t��� de forma que a transi�c�ao t� passa a ser entrada do lugar p� e este
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Figura ����	 Transforma�c�ao de uma Rede Impura em Pura

entrada da transi�c�ao t�� A transi�c�ao t� �e ent�ao associada como entrada do
lugar p��
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Como mostrado anteriormente� a matriz de incid�encia �e a representa�c�ao
compacta das matrizes de pr�e e p�os�condi�c�oes I e O�� ou seja� a matriz de
incid�encia representa a estrutura do modelo� No entanto� observamos que u�
ma rede impura redes com self�loop� possui lugares que s�ao entrada e sa��da
de uma mesma transi�c�ao� A estrutura dessas redes n�ao �e completamen�
te representada pela matriz de incid�encia� muito embora o comportamento
do modelo continue sendo representado adequadamente pelas regras de exe�
cu�c�ao�

��



��	 Seq
u�encias Dispar�aveis

Se uma transi�c�ao t� est�a habilitada para uma marca�c�ao M e uma segunda
transi�c�ao t� est�a habilitada para a marca�c�ao M�� obtida ap�os o disparo de
t�� dizemos que a seq�u�encia sq � t�� t� est�a habilitada para M� Ou seja� se
M �t� � M� e M��t� � M� ent�ao M �t�� t� � M�� Desta forma� designamos o
disparo de uma seq�u�encia sq � T por M �sq � M ��

De�ni�c�ao ����� � Seq�u�encias Dispar�aveis
 a seq�u�encia sq est�a habili�
tada� possibilitando a obten�c	ao de uma marca�c	ao M ��� �M �sq � M ��� se� e
somente se� ocorre um dos casos abaixo


� sq � �� onde � �e a seq�u�encia vazia� tal que M �� � M �

� sq � sq�t� onde sq �e uma seq�u�encia de transi�c	oes t � T e existe M � tal
que M �sq� � M � e M ��t � M ���

Se M �sq � M ��� diz�se que sq �e uma seq�u�encia dispar�avel para M�

��� Fun�c�ao de Pr�oximo Estado

Seja R uma rede marcada e M uma marca�c�ao que habilita uma transi�c�ao tj �
denominamos fun�c�ao de pr�oximo estado aquela que possibilita a obten�c�ao
de uma nova marca�c�ao M � com o disparo de uma transi�c�ao tj da rede R� ou
seja� se tj estiver habilitada temos �M � tj� � M ��

De�ni�c�ao ����� � Fun�c�ao de Pr�oximo Estado
 a fun�c	ao de pr�oximo es�
tado de uma rede R � P� T� I�O�M�K� �e de�nida se� e somente se�Mpi� �
Ipi� tj�� para todo pi � P � Sendo esta condi�c	ao satisfeita� �M � tj� � M ��� 	
INn � T � INn�� onde M �pi� � Mpi� � Ipi� tj� ! Opi� tj�� para todo
pi � P e n � �P �

�E conveniente estender a de�ni�c�ao de fun�c�ao de pr�oximo estado para
mapear a marca�c�ao e uma seq�u�encia de transi�c�oes sq em uma nova marca�c�ao�
Tenhamos uma uma seq�u�encia de transi�c�oes t�� t�� t�� ���� tk e uma marca�c�ao
M� A marca�c�aoM � �M� t�� t�� t�� ���� tk� �e resultado do disparo da transi�c�ao
t�� seguido de t� e assim por diante at�e o disparo de tk � desde que o disparo
de cada uma dessas transi�c�oes gere uma marca�c�ao que habilite a transi�c�ao
seguinte�
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De�ni�c�ao ����� � Fun�c�ao de Pr�oximo Estado Estendida
 a fun�c	ao
de pr�oximo estado estendida para uma marca�c	ao M �e uma seq�u�encia sq
de transi�c	oes dispar�aveis ti de�nida por
 �M� tj � sq� � ��M� tj�� sq� e
�M��� � M �

�� Equa�c�ao Fundamental

A equa�c�ao fundamental das redes de Petri equa�c�ao de estados ou de mar�
ca�c�oes� descreve o comportamento das redes� bem como possibilita a an�alise
de propriedades comportamentais e estruturais que ser�ao apresentadas no
cap��tulo ��

Como visto na se�c�ao anterior� o disparo de uma transi�c�ao t�� habilitada
por uma marca�c�ao M�� gera uma nova marca�c�ao M�M��t� � M��� Esta
altera�c�ao pode ser representada atrav�es da fun�c�ao de pr�oximo estado M� �
�M�� t���

M� habilita a transi�c�ao t� e que disparada� habilitar�a uma nova transi�c�ao�
Se ap�os o disparo de uma seq�u�encia de transi�c�oes sq � t�� t�� ���� tk obtiver�
mos uma marca�c�ao M� podemos representar esse fato atrav�es da fun�c�ao de
pr�oximo estado� ou seja M � �M�� sq� � �M�� t�� t�� ���� tk��

Segundo a abordagem matricial das redes de Petri� uma transi�c�ao tj �e
representada por um vetor stj� com dimens�ao igual ao n�umero de transi�c�oes
da rede� onde todos os componentes desse vetor s�ao zero� exceto o j��esimo
componente que tem valor unit�ario stj��� Portanto�

M �p� � M�p�� Ip� tj� !Op� tj�� �pi � P�

pode ser representado por

M �p� � M�p�� I�stj�
T !O�stj�

T � M�p� ! O � I��stj�
T � �pi � P

Representando as matrizes de pr�e e p�os�condi�c�oes I e O� atrav�es da matriz
de incid�encia C C � O � I�� temos	

Mp�� � M�p� ! C�stj�
T � �pi � P

�
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Aplicando a seq�u�encia de transi�c�oes sq na equa�c�ao acima� obtemos	

M �pj� � �M�pj�� sq� � M�pj�!C��st��
T! st��

T!���!stk�
T �� �pi � P��

O vetor �st��
T ! st��

T ! ���! stk�
T � �e denominado vetor caracter��stico ou

vetor de Parikh� e �e representado por s�

De�ni�c�ao ���� � Vetor Caracter��stico
 o vetor caracter�stico s de uma
rede R � P� T� I�O�K� �e um vetor de dimens	ao igual a �T � onde os com�
ponentes deste vetor representam o n�umero de disparos de cada transi�c	ao�

A equa�c�ao M �p� � M�p� ! C�s� �pi � P �e denominada Equa�c�ao
Fundamental das Redes de Petri ou equa�c�ao de estados�

��� Grafo das Marca�c�oes Acess��veis

O grafo de marca�c�oes acess��veis �e uma representa�c�ao gr�a�ca do conjunto
das marca�c�oes que podem ser alcan�cadas para uma dada rede de Petri� O
disparo de uma transi�c�ao modi�ca a marca�c�ao� conforme a marca�c�ao atual e
a estrutura da rede� Essas marca�c�oes obtidas ap�os os disparos das transi�c�oes
s�ao as marca�c�oes acess��veis de uma rede para uma determinada marca�c�ao
inicial� Na �gura ����� apresentamos uma rede marcada N� � R��M����
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Figura ����	 Rede N�

O vetor Mk representa a k��esima marca�c�ao da rede R� Mk � mp���
mp��� mp��� mp��� mp��� e AR�M�� � fM��M��M��M�g o conjunto das
marca�c�oes acess��veis obtidas a partir da marca�c�ao inicial M�� onde	
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Constr�oi�se o grafo das marca�c�oes acess��veis atrav�es da veri�ca�c�ao e dis�
paro das transi�c�oes dispar�aveis para uma dada marca�c�ao inicial e repetindo�
se esse processo para as marca�c�oes obtidas com esses disparos� Os v�ertices
desse grafo s�ao as marca�c�oes e os arcos que interconectam esses v�ertices
representam o disparo de cada transi�c�ao�
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Figura ����	 Grafo das Marca�c�oes Acess��veis

Na rede marcada da �gura ����� podemos disparar a transi�c�ao t� e a
transi�c�ao t�� O disparo de t� leva a rede para a marca�c�ao M� e o disparo de
t� para a marca�c�aoM�� Na marca�c�aoM� podemos disparar t� e t�� O disparo
de t� retorna a marca�c�ao inicial da rede� O disparo de t�� a partir de M� faz
com que a rede atinja a marca�c�aoM�� Na marca�c�aoM�� as transi�c�oes t� e t�
est�ao habilitadas� Disparando�se t� retorna�se a marca�c�aoM� e disparando�
se t� atinge�se M�� Em M� �e poss��vel retornar�se a marca�c�ao M�� pelo
disparo de t� ou a marca�c�ao inicial pelo disparo de t��

De�ni�c�ao ����� � Conjunto das Marca�c�oes Acess��veis
 seja uma rede
marcada N � R�M��� de�ne�se conjunto das marca�c	oes acess�veis AR�M��
pelo conjunto de marca�c	oes obtidas a partir de uma marca�c	ao inicialM� pelo
disparo de todas as poss�veis seq�u�encias de transi�c	oes habilitadas� ou seja�
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AR�M�� � fMi � INmg� tal que existe uma seq�u�encia de transi�c	oes sq�
que M��sq � Mi� onde m � �P e Mi s�o �e alcan�c�avel se� e somente se�
Mi � AR�M��

Na �gura ����� apresentamos o grafo das marca�c�oes acess��veis GA� da
rede R�� O grafo das marca�c�oes acess��veis pode ser de�nido por uma dupla
GAR�M�� � Mi� a	i�j
�� onde Mi � AR�M�� s�ao os v�ertices do grafo e
a	i�j
 os arcos� Os arcos representam a altera�c�ao da marca�c�ao pelo disparo
das transi�c�oes� Apresentamos� a seguir� a de�ni�c�ao do grafo das marca�c�oes
acess��veis grafo de acessibilidade� a estas marca�c�oes	

De�ni�c�ao ����� �Grafo das Marca�c�oes Acess��veis
 seja uma rede mar�
cada N � R�M��� de�ne�se grafo das marca�c	oes acess�veis GA� por um par
GAR�M�� � Mi� a	i�j
�� onde Mi � AR�M�� s	ao os v�ertices do grafo e
a	i�j
 os arcos� Os arcos representam M ��� M �� se� e somente se� existe uma
transi�c	ao t tal que M ��t � M �� �mudan�ca de marca�c	ao��
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Figura ����	 Grafo das Marca�c�oes Acess��veis In�nito

O vetor Mk � mp��� mp��� mp��� representa o vetor marca�c�ao da
rede da �gura ����� ou seja� o primeiro componente desse vetor representa
a marca�c�ao do lugar p� para a k��esima marca�c�ao� O segundo componente
representa a marca�c�ao do lugar p� e o terceiro componente� a marca�c�ao do
lugar p��
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Para a rede da �gura ����� observamos que o n�umero de marcac�oes a�
cess��veis �e �nito� portanto �e poss��vel representar� atrav�es do grafo de mar�
ca�c�oes acess��veis� todas as marca�c�oes obtidas com os disparos das transi�c�oes�
No entanto� um grande n�umero de modelos pode ter um n�umero in�nito de
marca�c�oes� o que torna imposs��vel a representa�c�ao dessas marca�c�oes nesse
grafo� Para exempli�car esta situa�c�oes observemos a rede da �gura �����a�
A marca�c�ao inicial desta rede M� � f�� �� �g� habilita o disparo da tran�
si�c�ao t�� alterando a marca�c�ao da rede para M� � f�� �� �g� A marca�c�ao
M� possibilita tanto o disparo de t� quanto o disparo de t�� Observe que�
tanto disparando a transi�c�ao t� quanto disparando t�� teremos uma nova
marca no lugar p�� o que possibilita o disparo de t�� de tal forma que te�
remos um ac�umulo de marcas nos lugares da rede e conseq�uentemente um
n�umero in�nito de marca�c�oes� Nesse caso� a rede pode sempre atingir um
estado diferente dos j�a alcan�cados� fazendo com que o grafo das marca�c�oes
acess��veis seja in�nito� impossibilitando a representa�c�ao gr�a�ca de todas as
marca�c�oes acess��veis �gura �����b� do modelo� No cap��tulo �� apresentamos
duas representa�c�oes gr�a�cas que s�ao utilizadas para representar� �nitamente�
um n�umero in�nito de marca�c�oes�

���� Condi�c�oes Externas

Como j�a apresentado� as transi�c�oes de uma rede de Petri representam as
a�c�oes� A execu�c�ao de uma a�c�ao pelo sistema� pode n�ao depender de nenhu�
ma condi�c�ao externa ao sistema entrada�� contudo �e poss��vel que a execu�c�ao
de uma a�c�ao pelo sistema dependa n�ao s�o de condi�c�oes internas marcas em
lugares�� como tamb�em de condi�c�oes externas ao sistema modelado� Pa�
ra possibilitar esta necessidade de representa�c�ao� podemos associar estas
condi�c�oes �as transi�c�oes� ou seja� para que ocorra o disparo da transi�c�ao �e
necess�ario que tamb�em a condi�c�ao externa associada �a transi�c�ao seja ver�
dadeira� A �gura ���� mostra uma rede onde temos associadas condi�c�oes
externas �as transi�c�oes t� e t��
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Figura ����	 Condi�c�oes Externas Associadas �as Transi�c�oes

Imaginemos as atividades de um programador� que� ap�os encerrar a co�
di�ca�c�ao de um programa� compila os m�odulos fontes separadamente e pos�
teriormente efetua a liga�c�ao dos m�odulos obtidos� A rede da �gura ����
apresenta abstratamente parte desse processo� Uma marca no lugar p� in�
dica que h�a um programa dispon��vel� permitindo� portanto� que ele seja
compilado disparo de t��� As transi�c�oes t� e t� est�ao associadas �as con�
di�c�oes externas� �e� e �ne�� Estas condi�c�oes indicam se houve erro ou n�ao
no processo de compila�c�ao� Caso ocorra algum erro na compila�c�ao� a tran�
si�c�ao t� est�a impossibilitada de disparo e a transi�c�ao t� pode ser disparada
possibilita uma nova compila�c�ao� pois uma marca ser�a depositada no lugar
p��� Quando n�ao ocorrer nenhum erro na compila�c�ao� �e poss��vel disparar t��
possibilitando a execu�c�ao das a�c�oes subseq�uentes�

���� Associa�c�ao de R�otulos a Transi�c�oes

Em algumas oportunidades� no processo de modelagem de sistemas� dese�
jamos n�ao tomar conhecimento ou mesmo confundir ocorr�encias de a�c�oes
disparo de transi�c�oes�� Para tal� rotulamos transi�c�oes distintas com o mes�
mo nome� podendo inclusive usar�se �� a a�c�ao vazia�

Devemos de�nir um alfabeto
P

e associ�a�lo �a rede� Realizamos esta
associa�c�ao atrav�es da rotula�c	ao de transi�c�oes da rede com s��mbolos de

P
�

De�ni�c�ao ������ � Fun�c�ao de Nomea�c�ao
 seja uma uma rede R �
P� T� I� O�K� e um alfabeto "� A fun�c	ao � 	 T � " �e de�nida como
fun�c	ao de nomea�c	ao�
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Na �gura ���� apresentamos uma rede onde todas as transi�c�oes est�ao
rotuladas etiquetadas��
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Figura ����	 Rede Etiquetada

Nesta rede temos as transi�c�oes rotuladas as a�c�oes do tipo a� b� c e a a�c�ao
vazia �� Uma transi�c�ao rotulada como uma a�c�ao vazia� ou seja �tj� � �

n�ao aparece em qualquer seq�u�encia de transi�c�oes disparadas�

Para que n�ao haja confus�ao entre condi�c�oes e r�otulos nas transi�c�oes�
adotaremos a conven�c�ao de grafar as condi�c�oes sempre entre par�enteses�

���� Linguagens das Redes de Petri

As redes de Petri possibilitam a especi�ca�c�ao� modelagem e veri�ca�c�ao de
propriedades de sistemas� Como j�a observamos� as transi�c�oes modelam as
a�c�oes� a ocorr�encia de uma a�c�ao �e representada pelo disparo de uma transi�c�ao
e as seq�u�encias de a�c�oes s�ao modeladas por seq�u�encias de transi�c�oes� Essas
seq�u�encias de transi�c�oes s�ao extremamente importantes quando desejamos
observar a equival�encia entre modelos� Duas redes s�ao ditas equivalentes
se todas as seq�u�encias de transi�c�oes fornecidas s�ao iguais� O conjunto de
strings seq�u�encias de transi�c�oes� gerados por todas as poss��veis seq�u�encias
de disparo de�nem uma linguagem formal denominada Linguagem da rede
de Petri�

Usando�se os conceitos aplicados para a obten�c�ao de liguagens das m�aquinas
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de estados �nitos� desenvolveu�se a teoria das linguagens das redes de Petri�
Na se�c�ao anterior� apresentamos a rotula�c	ao nomea�c�ao� de transi�c�oes das
redes de Petri a partir de um alfabeto "�

A �gura ���� apresenta uma rede que tem suas transi�c�oes rotuladas con�
forme o alfabeto " � fa� bg� Observe�se contudo� que uma transi�c�ao �e rotu�
lada como a�c�ao vazia ��� que corresponde ao string vazio �� e obviamente
n�ao tem in�u�encia na linguagem gerada�
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Figura ����	 Rede Rotulada

Ainda na rede da �gura ����� a transi�c�ao rotulada com a pode ser dispa�
rada um n�umero in�nito de vezes e o lugar p� acumula um n�umero de marcas
exatamente igual ao n�umero de disparo desta transi�c�ao� No entanto� quando
dispararmos a transi�c�ao rotulada com uma a�c�ao vazia� a transi�c�ao rotulada
com a �e impedida de ser disparada� pois a marca do lugar p� �e consumida� O
disparo da transi�c�ao rotulada com � deposita uma marca no lugar p�� o que
habilita a transi�c�ao rotulada com b� Essa transi�c�ao poder�a ser disparada o
mesmo n�umero de vezes que foi disparada a transi�c�ao rotulada com o s��mbolo
a� A linguagem gerada pela rede da �gura �e LR�M�� � anbn� n � �� Um
trabalho mais detalhado sobre este tema pode ser encontrado em ����

�E importante salientar que a expressividade da rede de Petri supera o
formalismo das gram�aticas livre de contexto limitadas e express�oes regulares�
uma vez que� face a inexist�encia de mecanismos de contagem mem�oria� nes�
ses formalismos� a linguagem LR�M�� � anbn� n � � n�ao pode ser expres�
sa diretamente� tendo�se que recorrer ao artif��cio de representar a linguagem
como sendo L� ab�n� impondo�se a gera�c�ao casada dos s��mbolos�
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���� Classes das Redes de Petri

Algumas classes de problemas t�em caracter��sticas que devem ser explicitadas
ou mesmo representadas de forma mais compacta� na especi�ca�c�ao� Apre�
sentamos algumas dessas classes de problemas� bem como apontamos para
algumas extens�oes �as redes de Petri que os solucionam�

Em algumas fases do processo de desenvolvimento de um sistema� neces�
sitamos representar o sistema em evolu�c�ao com um maior ou menor deta�
lhamento� de maneira compacta� Dependendo das dimens�oes do sistema� o
modelo representativo pode ter dimens�oes n�ao pr�aticas e n�ao elucidativas�
Em outra fase do desenvolvimento pode ser necess�ario o esclarecimento de
determinados aspectos� que em fases anteriores n�ao se faziam necess�arios�
Tendo em vista esses aspectos� a literatura fornece diferentes classi�ca�c�oes
para as redes de Petri�

� Redes de Petri Ordin�arias	

RdPs Bin�arias ou Condi�c�ao�Evento

Redes de Petri Place�Transition

RdPs N�ao�Ponderadas

RdPs Ponderadas

� Redes de Petri N�ao�Ordin�arias ou de Alto N�ivel	

RdPs Predicado�Evento

RdPs Coloridas

RdPs Hier�arquicas

Aqui seguimos a classi�ca�c�ao apresentada em ���� embora existam outras
classi�ca�c�oes na literatura�

���� Redes de Petri Ordin�arias

As redes de Petri ordin�arias caracterizam�se pelo tipo de suasmarcas� Nessas
classes de rede� o tipo das marcas �e inteiro n�ao negativo� enquanto as redes
de Petri n�ao�ordin�arias possuem marcas de tipos particulares�

��



A classe bin�aria condi�c�ao
evento� representa as redes mais simples entre
todas as classes� Nessa classe� os lugares podem conter no m�aximo uma �cha
e todos os arcos t�em peso unit�ario� A �gura �����a apresenta uma rede dessa
classe�

Nas redes Place�Transition os lugares podem acumular marcas� assim co�
mo os arcos podem ser valorados� Alguns autores� contudo� fazem distin�c�ao
entre as redes em que os arcos t�em valores difrentes de um e as redes com
arcos de peso igual a um�

As redes de Petri n�ao�ponderadas s�ao uma classe em que os lugares po�
dem ter mais do que uma marca e a valora�c�ao dos arcos �e unit�aria� A
�gura �����a apresenta uma rede bin�aria� que descreve um processo que po�
de utilizar dois recursos r�� r�� e uma rede n�ao ponderada �gura �����b�
que representa o mesmo processo� de forma mais compacta� com apenas um
lugar representando os recursos� O n�umero de marcas no lugar r indica a
quantidade de recursos�
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Figura ����	 Rede Bin�aria e n�ao�Ponderada

Nas redes ponderadas� os pesos dos arcos n�ao est�ao limitados a �� Nessa
classe de rede podemos ter arcos m�ultiplos� que podem ser representados por
um �unico arco e associado a este� uma valora�c�ao� A rede R� da �gura ����
apresenta uma rede dessa classe�
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���� Redes de Alto N��vel

As redes n�ao�ordin�arias s�ao caracterizadas pelos tipos de suas marcas que
n�ao s�ao mais elementos do tipo inteiro positivo� Nessas classes de redes�
as marcas s�ao diferenciadas com par�ametros de cor� que permite a indivi�
dualiza�c�ao da marca a especi�ca�c�ao de um objeto por sua cor� ou mesmo
a marca representada n�ao por um �unico objeto mas por um conjunto de
objetos� Essas classes de redes ser�ao estudadas no cap��tulo ��

Todas as classes de redes que apresentamos t�em o mesmo poder de com�
putacional� no entanto algumas dessas classes possibilitam um mais alto ou
mais baixo n��vel de abstra�c�ao dos modelos� Dependendo da aplica�c�ao ou
mesmo do est�agio de desenvolvimento� faz sentido a escolha de uma deter�
minada classe de rede para a modelagem do problema� No entanto� nenhuma
destas classes possibilita o teste a zero testar se um lugar n�ao tem marca�
de lugares com capacidade ilimitada k � 	�� No cap��tulo � apresentamos
algumas extens�oes �as redes de Petri� que possibilitam esse teste e fornecem
meios para a especi�ca�c�ao de outras propriedades dos sistemas computacio�
nais� tais como tempo e prioridade� As extens�oes aqui elucidadas s�ao as redes
de Petri com arco inibidor� redes de Petri temporizadas determin��sticas� es�
toc�asticas e com prioridades� Infelizmente� essas extens�oes reduzem o poder
de decis�ao das redes de Petri� Alguns trabalhos investigam o uso de sub�
classes de redes de Petri que possibilitem aumentar o poder de decis�ao� sem
contudo reduzir em demasia o seu poder de modelagem�

No cap��tulo seguinte� apresentamos a modelagem com redes de Petri�
descrevendo uma s�erie de problemas cl�assicos� que possibilitam a percep�c�ao
do poder de modelagem das redes de Petri�
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Cap��tulo �

Modelagem com Redes de

Petri e Sub�Classes

Este cap��tulo apresenta inicialmente algumas redes b�asicas e essenciais para
a modelagem de sistemas em geral ���� Redes a partir das quais� torna�se
poss��vel a modelagem de sistemas mais complexos ���� ��� ��� ��� ��� ��� em
fun�c�ao destas constru�c�oes elementares� Posteriormente� apresentamos uma
s�erie de exemplos cl�assicos� onde s�ao apresentados os seus modelos� Estes
exemplos t�em aspectos importantes a serem observados� e a sua modelagem
���� serve tamb�em como um exerc��cio para uma posterior especi�ca�c�ao de
sistemas mais complexos�

��� Redes Elementares

As redes elementares ��� ��� s�ao utilizadas como blocos b�asicos que possibi�
litam a especi�ca�c�ao de aplica�c�oes mais complexas� Nesta se�c�ao veremos o
modelo de seq�uenciamento� distribui�c�ao� jun�c�ao� escolha n�ao�determin��stica
e atribui�c�ao�

����� Seq�uenciamento

O seq�uenciamento �e uma rede que representa a execu�c�ao de a�c�ao� desde
que uma condi�c�ao seja verdadeira� Ap�os a execu�c�ao desta a�c�ao temos uma
nova condi�c�ao que poder�a possibilitar a execu�c�ao de uma nova a�c�ao ����
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Na �gura ��� apresentamos este modelo� Uma marca no lugar p� habilita a
transi�c�ao t� e com o disparo desta transi�c�ao �e estabelecida uma nova condi�c�ao
p� �e marcado�� Esta nova condi�c�ao pode permitir o disparo de uma outra
transi�c�ao que esteja asociada ao lugar p��

tp p
0 10

Figura ���	 Seq�uenciamento

����� Distribui�c�ao

A rede que representa a distribui�c�ao �e apresentada na �gura ���� Esta rede
possibilita a cria�c�ao de processos paralelos a partir de um processo pai ����
Nesta rede o disparo da transi�c�ao t�� retira uma marca do lugar p� e coloca
uma marca nos lugares p� e p�� Estas novas condi�c�oes estabelecidas� permi�
tem a execu�c�ao de outras tarefas paralelamente� ou seja� p� �e pr�e�condi�c�ao
para a execu�c�ao de uma tarefa e p� pr�e�condi�c�ao para a execu�c�ao de uma
outra tarefa�
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Figura ���	 Distribui�c�ao

����� Jun�c�ao

A rede que modela o sincronismo ou jun�c�ao �e apresentada na �gura ����
Esta rede possibilita a sincroniza�c�ao entre processos� Este modelo tem

��



fundamental import�ancia� pois na modelagem de atividades concorrentes
freq�uentemente �e necess�aria a sincroniza�c�ao entre tarefas� Esta rede recom�
bina duas tarefas� pemitindo que� por exemplo� um processo continue sua
execu�c�ao apenas ap�os o t�ermino de outros processos espec���cos ����
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Figura ���	 Jun�c�ao

O disparo da transi�c�ao t� s�o �e poss��vel quando existir uma �cha nos
lugares p� e p�� Esta condi�c�ao sendo satifeita� �e poss��vel disparar�se t��
Efetuando�se o disparo� retira�se uma �cha dos lugares p� e p� e coloca�se
uma �cha no lugar p�� Esta nova condi�c�ao estabelecida pode possibilitar a
execu�c�ao de outras a�c�oes do sistema�

����� Escolha N�ao	Determin
�stica

Nesta se�c�ao apresentamos uma rede elementar que dependendo da aplica�c�ao�
�e denominada con�ito� escolha ou decis�ao� De�niremos tamb�em os conceitos
de con�ito estrutural e con�ito efetivo ����

A rede elementar da �gura ��� representa a escolha n�ao�determin��stica
do disparo de transi�c�oes� Neste modelo� o disparo de uma transi�c�ao inabilita
o disparo da outra transi�c�ao�

Alguns autores� no entanto� enfatizam uma distin�c�ao entre o que deno�
minam con�ito escolha� decis�ao� estrutural e con�ito efetivo�

De�ni�c�ao ����� � Con�ito Estrutural
 duas transi�c	oes t� e t� est	ao em
con�ito estrutural se� e somente se� t�em um lugar p comum como entrada�
ou seja �p � P Ip� t��� Ip� t�� 
� �� �p � P �

Na �gura ����a mostramos as transi�c�oes t� e t� em con�ito estrutural�
O conceito de con�ito efetivo est�a relacionado �a estrutura da rede� como no
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con�ito estrutural� no entanto este est�a associado tamb�em �a marca�c�ao� Se
duas transi�c�oes em con�ito estrutural� e o disparo de uma dessas transi�c�oes
inabilita o disparo da outra transi�c�ao� dizemos que estas transi�c�oes est�ao em
con�ito efetivo transi�c�ao t� e t� da �gura ����b��

De�ni�c�ao ����� � Con�ito Efetivo
 Duas transi�c	oes t� e t� est	ao em
con�ito efetivo para uma marca�c	ao M se e somente se estas est	ao em con�ito
estrutural em rela�c	ao ao lugar p eM �t� ��M �t� ��Mp� 	 Ip� t��!Ip� t���

����� Atribui�c�ao

A atribui�c�ao �e uma rede elementar��� que permite que dois ou mais processos
possibilitem o disparo de uma mesma transi�c�ao ver �gura ����� Nesta rede
o disparo das transi�c�oes t� e t� s�ao independentes� modi�cando� contudo� a
marca�c�ao do lugar p� que �e p�os�condi�c�ao tanto de uma transi�c�ao como da
outra� Portanto� ap�os o disparo de qualquer uma dessas transi�c�oes� cria�se
uma condi�c�ao marca no lugar de sa��da� que possibilita a disparo de uma
outra transi�c�ao�
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Figura ���	 Atribui�c�ao

��� Confusion

Nesta se�c�ao apresentamos a modelagem de atividades con�itantes em que h�a
tamb�em um envolvimento com atividades concorrentes� Como vimos� dois
eventos s�ao con�itantes se um ou outro pode ocorrer de forma mutuamen�
te exclusiva� Eventos concorrentes podem ocorrer em qualquer ordem sem
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con�ito� A situa�c�ao onde dois eventos est�ao ao mesmo tempo em con�ito e
em concorr�encia �e denominada confusion�

Na �gura ��� apresentamos dois tipos de confusion� No modelo da �gu�
ra ����a apresentamos um tipo de confus�ao denominado confusion sim�etrica�
Neste caso as transi�c�oes t� e t� s�ao concorrentes� no entanto cada uma des�
tas transi�c�oes t� e t�� est�a em con�ito efetivo com t�� pois o disparo de t�
impossibilita o disparo de t� e t��
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Figura ���	 Confusion Sim�etrica e Assim�etrica

Na �gura ����b apresentamos o outro tipo de confusion� a confusion as�
sim�etrica� Nessa rede as transi�c�oes t� e t� s�ao concorrentes� no entanto se a
transi�c�ao t� disparar antes da transi�c�ao t�� teremos um con�ito efetivo entre
t� e t��

��� Modelagem de Processos

Apresentamos nesta se�c�ao diversos problemas cl�assicos e seus respectivos
modelos em redes de Petri ���� ���� ���� ���� ���� ����� Estes modelos s�ao
representados em fun�c�ao das redes elementares apresentadas na se�c�ao ante�
rior�

����� Processos Paralelos

Na modelagem de processos paralelos ���� ���� ���� ����� o modelo do processo
global �e obtido pela uni�ao composi�c�ao� de modelos representativos de cada
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tarefa que comp�oem o processo global e os modelos b�asicos de distribui�c�ao
e sincroniza�c�ao�

Vejamos� como exemplo� uma linha de produ�c�ao de canetas esferogr�a�cas�
e que neste n��vel da especi�ca�c�ao estamos interessados apenas em modelar
a produ�c�ao do inv�olucro das canetas� das cargas e a montagem destas duas
partes� A rede da �gura ��� representa esta atividade� A transi�c�ao t� repre�
senta o in��cio das atividades� e uma marca em pi indica que as condi�c�oes para
o in��cio dessas atividades s�ao adequadas� O lugar p� representa o dep�osito
de mat�eria prima� Ao disparar�se a transi�c�ao t�� uma marca do lugar p�
e de pi �e consumida e criam�se duas marcas nos lugares de sa��da� ou seja�
p� e p�� Esses lugares representam as condi�c�oes necess�arias mat�eria prima�
disponibilidade de m�aquinas e m�ao de obra etc� para a fabrica�c�ao da carga e
do inv�olucro� respectivamente� Uma marca no lugar p� habilita a transi�c�ao
t�� assim como a transi�c�ao t� encontra�se habilitada� dado que h�a uma marca
no lugar p�� A transi�c�ao t� representa a manufatura do inv�olucro� enquanto
a transi�c�ao t� representa a o processo de fabrica�c�ao da carga� Essas tran�
si�c�oes podem ser disparadas independentemente uma da outra� dado que a
manufatura do inv�olucro independe da produ�c�ao da carga� ou seja� nenhuma
pr�e�condi�c�ao de uma transi�c�ao �e pr�e�condi�c�ao da outra transi�c�ao� Ap�os a
manufatura das duas partes que comp�oem a caneta� �e necess�ario representar
a atividade de montagem destas partes� Dado que� s�o �e poss��vel colocar a
carga dentro do inv�olucro parte externa�� quando ambas as partes estive�
rem prontas� a transi�c�ao que representa esta montagem deve ter estas duas
condi�c�oes carga pronta� inv�olucro pronto� como pr�e�condi�c�oes� Representa�
mos esta tarefa atrav�es da transi�c�ao t�� O disparo da transi�c�ao t� depende
das duas pr�e�condi�c�oes� ou seja� que haja uma marca no lugar p� inv�olucro
pronto� e p� carga pronta�� Ap�os o disparo dessa transi�c�ao� deposita�se uma
marca em p� dep�osito de canetas� e se restabelece a condi�c�ao para a ma�
nufatura de uma novo produto marca no lugar pi�� desde que haja mat�eria
prima marcas em p���

Observamos� portanto� que� atrav�es das redes elementares distribui�c�ao
e jun�c�ao�� foi poss��vel modelar atividades paralelas independentes� Notemos
tamb�em o carater hier�arquico das redes de Petri� que permite um alto n��vel
de abstra�c�ao� possibilitando o encapsulamento de um n�umero de a�c�oes e
condi�c�oes em lugares ou transi�c�oes� A depender da conveni�encia� novas sub�
redes podem detalhar partes da rede original�
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Figura ���	 Atividades Paralelas

����� Exclus�ao M
utua

Para tratarmos completamente os aspectos relativos a resolu�c�ao de proble�
mas atrav�es de processos que tenham atividades paralelas� �e necess�ario es�
tudar os casos onde componentes do sistema cooperam para a obten�c�ao de
uma solu�c�ao conjunta����� Isso requer o compartilhamento de recursos entre
esses componentes do sistema� Esse compartilhamento deve ser controlado
para todo o sistema de forma con��avel�

Imaginemos que tenhamos uma m�aquina �unica para a produ�c�ao de cargas
e inv�olucros de canetas esferogr�a�cas e que sua utiliza�c�ao em cada uma dessas
tarefas impossibilita a outra� Portanto� quando essa m�aquina estiver sendo
utilizada na produ�c�ao da carga� a linha de produ�c�ao do inv�olucro dever�a
aguardar para que possa utilizar a mesma m�aquina e vice�versa�

A �gura ��� apresenta a rede de Petri que representa esse processo� O lu�
gar p� representa o deposit�orio de mat�eria prima� o lugar pi a habilita�c�ao do
sistema para a manufatura� Os lugares p� e p� representam os deposit�orios
de mat�eria prima para a fabrica�c�ao dos inv�olucros e das cargas� respectiva�
mente� Os lugares p� e p� representam� respectivamente� a manufatura dos
inv�olucros e das cargas� O lugar p� representa a m�aquina compartilhada
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Figura ���	 Exclus�ao M�utua

nas linhas de produ�c�ao� neste caso� Uma marca nesse lugar representa uma
m�aquina est�a dispon��vel� A aus�encia de marca neste lugar informa a indispo�
nibilidade da m�aquina� ou seja� uma das linhas de produ�c�ao est�a utilizando
essa m�aquina� Os lugares p� e p� s�ao os deposit�orios de inv�olucros e cargas
e o lugar p o deposit�orio de canetas�

A transi�c�ao t� representa o in��cio da manufatura de canetas� Esta pri�
meira tarefa� da linha de produ�c�ao� corresponde �a distribui�c�ao de mat�eria
prima para os deposit�orios p� e p� para a fabrica�c�ao de cargas e inv�olucros�
As transi�c�oes t� e t� representam o in��cio do processo de manufatura dos
inv�olucros e das cargas� respectivamente� Observe�se que a marca�c�ao da ��
gura ��� possibilita o disparo de uma das transi�c�oes� pois p� possui apenas
uma marca� Com o disparo de uma dessas transi�c�oes� por exemplo a tran�
si�c�ao t�� �ca impossibilitado o disparo da transi�c�ao t� con�ito efetivo�� pois
a ocorr�encia do disparo de t� consome uma marca de p� e de p� e produz�se
uma marca no lugar p�� Dado que p� �e entrada da transi�c�ao t�� e que este
encontra�se sem marca� o disparo de t� torna�se impossibilitado� Ap�os o
disparo de t�� apenas a transi�c�ao t� �e habilitada� A transi�c�ao t� representa o
t�ermino de manufatura de um inv�olucro e a libera�c�ao da m�aquina compar�
tilhada� enquanto a transi�c�ao t� representa o t�ermino da fabrica�c�ao de uma
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carga� bem como a libera�c�ao da m�aquina compartilhada� O disparo de t�
consome uma marca do lugar p� e produz uma marca no lugar p� e no lugar
p�� De forma semelhante� o disparo de t� consome uma marca do lugar p�
e produz uma marca nos lugares p� e p�� A marca armazenada no lugar p�
informa a libera�c�ao da m�aquina compartilhada� A transi�c�ao t� representa a
montagem das canetas� Observe�se que esta transi�c�ao consome uma marca
do lugar p� inv�olucro� e uma marca do lugar p� carga� e deposita uma
�unica marca no lugar p e no lugar pi� que habilita a manufatura de outra
caneta� desde que haja mat�eria prima�

����� M
aquinas de Estado Finito

Uma t�ecnica bastante difundida para a especi�ca�c�ao de sistemas de software
e hardware s�ao as m�aquinas de estado �nito� Nesta se�c�ao� apresentamos a
modelagem das m�aquinas de estado �nito atrav�es das redes de Petri e suas
vantagens ��� ��� �� ����

De�ni�c�ao ����� Uma M�aquina de Estados Finitos pode ser de�nida pela
qu�ntupla S�Ai� Ao� ��#�� onde


� S �e um conjunto �nito de estados�

� Ai �e o alfabeto de entrada�

� Ao �e o alfabeto de sa�da�

� � 	 S � Ai � S �e a fun�c	ao que mapeia o estado atual e a entrada no
pr�oximo estado �fun�c	ao de pr�oximo estado��

� # 	 S � Ai � Ao �e uma fun�c	ao que mapeia o estado atual e a entrada
em uma sa�da�

Para modelarmos as M�aquinas de Estado Finitos atrav�es de redes de Pe�
tri� temos que observar a comunica�c�ao entre a rede e o exterior� A troca de
informa�c�oes entre o sistema modelado e o exterior pode ser feita de tr�es ma�
neiras	 atrav�es da associa�c�ao das condi�c�oes externas �as transi�c�oes conforme
visto no cap��tulo anterior�� usando�se lugares� ou usando�se transi�c�oes�

Se utilizarmos transi�c�oes para representar a comunica�c�ao com o meio ex�
terior� a indica�c�ao de um s��mbolo de entrada �e representada pelo disparo de
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Figura ����	 Interface usando Lugares

uma transi�c�ao� As transi�c�oes de entrada n�ao t�em lugares como entrada� as�
sim como as transi�c�oes de sa��da n�ao t�em lugares de sa��da� Se representarmos
esta comunica�c�ao com o exterior atrav�es de lugares� cada s��mbolo de entra�
da ser�a representado por um lugar� O mundo exterior deposita as marcas
nesses lugares� Ap�os a simula�c�ao� quando as marcas forem depositados nos
lugares de sa��da� essas ser�ao removidas destes lugares pelo mundo exterior�
A �gura ���� apresenta um modelo que representa esse tipo de comunica�c�ao
com o mundo exterior�

Para transformarmos uma m�aquina de estado em uma rede de Petri equi�
valente� associa�se a cada estado da m�aquina um lugar na rede e a cada arco
da m�aquina uma transi�c�ao na rede� Cada arco da m�aquina de estado repre�
senta uma mudan�ca de estado� portanto o estado atual representado na rede
por um lugar� �e pr�e�condi�c�ao da transi�c�ao rede� que representa a mudan�ca
de estado� O pr�oximo estado �e p�os�condi�c�ao dessa transi�c�ao� A mudan�ca
de estado� bem como o pr�oximo estado atingido� depende tanto do estado
atual quanto das entradas do sistema� Dessa forma� se representarmos as
entradas atrav�es da associa�c�ao de condi�c�oes externas �as transi�c�oes� veremos
que cada transi�c�ao da rede ter�a apenas um lugar de entrada e apenas um
lugar de sa��da�

Como mostrado no in��cio desta se�c�ao� �e poss��vel representar as entradas
e sa��das atrav�es de lugares� assim como os estados da m�aquina� O lugar que
representa o estado atual �e marcado enquanto os demais n�ao est�ao marcados�

Na �gura ����� apresentamos uma m�aquina de estados que representa
um sistema que detecta uma seq�u�encia de dois ou mais s��mbolos � de um
alfabeto� Representamos o alfabeto de entrada como Ai � f�� �g� O estado
inicial da m�aquina �e o A� Se um caracter � chegar �a entrada� a m�aquina
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continuar�a no estado A e a sa��da ser�a �� Caso chegue �a entrada um caracter
�� a m�aquina vai para o estado B e a sa��da continua com zero� Caso a
m�aquina esteja no estado B� e chegue �a entrada um caracter �� a m�aquina
continuar�a neste estado e a sa��da ir�a para um� indicando a seq�u�encia de
dois ou mais caracteres �$s� No entanto� se a m�aquina estiver no estado B
e chegar �a entrada um caracter �� a m�aquina retorna ao estado A e a sa��da
ser�a ��

A B1/0

0/0

1/0

0/1

Figura ����	 M�aquina de Estado � Detector de Seq�u�encia

Na �gura ���� apresentamos a rede correspondente a esta m�aquina� ou
seja� uma rede que detecta a chegada de dois ou mais s��mbolos � colocando
a sa��da em �� Caso contr�ario� a sa��da pemanece em ��

Podemos� portanto� de�nir a m�aquina de estados �nito S�Ai� Ao� ��#�
em fun�c�ao das redes de Petri P� T� I�O�K� da seguinte forma	

De�ni�c�ao ����� �M�aquina de Estados Finitos em Redes de Petri

seja o conjunto de lugares P os estados� o alfabeto de entrada Ai e o alfabeto
de sa�da P � S

S
Ai
S
Ao� O conjunto de transi�c	oes representa as a�c	oes�

Estas a�c	oes dependem do estado atual e do alfabeto de entrada T � fts�ajs �
S� a � Aig� Its�a� � fs� ag representa as pr�e�condi�c	oes para a execu�c	ao
das a�c	oes� ou seja� o estado atual e os s�mbolos do alfabeto de entrada que
in�uenciam na execu�c	ao de uma a�c	ao� Ots�a� � f�s� a��#s� a�g representa
o pr�oximo estado e o s�mbolo do alfabeto de sa�da obtidos ap�os o disparo da
transi�c	ao�

Se os alfabetos de entrada e sa��da n�ao forem representados por luga�
res� como mostrado na rede da �gura ����� ou seja� as pr�e�condi�c�oes e p�os�
condi�c�oes afetadas� quando do disparo de uma transi�c�ao� s�ao representadas
atrav�es da associa�c�ao destas �as transi�c�oesver se�c�ao ������ o conjunto de
lugares P representa somente os estados�
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Figura ����	 Detector de Seq�u�encia

Embora a representa�c�ao por redes de Petri das m�aquinas de estado seja
menos compreens��vel� as redes de Petri possibilitam a composi�c�ao seq�uencial
e paralela de redes para a constru�c�ao de modelos mais complexos� atrav�es
da fus�ao de lugares de entrada e sa��da�

����� Computa�c�ao Dataow

As redes de Petri s�ao utilizadas normalmente para modelar �uxo de controle�
no entanto possibilitam tamb�em a modelagem de �uxo de dados data�ow�
���� ���� Nesta se�c�ao apresentamos a modelagem de computa�c�ao data�ow
por redes de Petri�

Em um modelo data�ow n�ao h�a a no�c�ao de �uxo de controle seq�uencial
como em sistemas de computa�c�ao convencional� Diversas unidades funcio�
nais podem executar suas tarefas ao mesmo tempo� no momento em que os
operandos tornam�se dispon��veis� Algoritmos projetados com essas carac�
ter��sticas possibilitam um alto grau de paralelismo em m�aquinas data�ow�

A �gura ���� modela a computa�c�ao data�ow para a express�ao z �
e	x�y
�y � As marcas nas redes representam para a computa�c�ao data�ow

��



valores ou mesmo a disponibilidades de dados�
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Figura ����	 Computa�c�ao Data�ow

No exemplo mostrado� temos inicialmente dispon��veis os valores x e y� O
disparo da transi�c�ao t� provoca a duplica�c�ao de y� o que permite a execu�c�ao
concorrente da transi�c�ao t� e t� ou t�� dado que estas transi�c�oes t�� t��
est�ao em con�ito escolha�� No entanto� embora estas transi�c�oes estejam em
con�ito� as duas est�ao rotuladas com as condi�c�oes externas y� 
� � e y � ��
respectivamente� Caso o valor de y seja zero� dispara�se a transi�c�ao t� que
colocar�a no lugar %z �e inde�nido uma marca� Se y for diferente de zero�
dispara�se a transi�c�ao t�� O disparo da transi�c�ao t� armazena uma marca
no lugar de sa��da� Uma marca nesse lugar informa a disponibilidade de um
valor diferente de zero para y� O disparo de t� representa a realiza�c�ao da
opera�c�ao de adi�c�ao entre x e y� O disparo de t� representa a divis�ao entre
os termos x ! y e y� Este disparo deposita uma marca no lugar x ! y��y�
o que possibilta o disparo de t� exponencia�c�ao�� fornecendo uma marca ao
lugar z � e	x�y
�y � representando que o c�alculo desejado est�a dispon��vel�

Esse estilo de computa�c�ao possibilita a explora�c�ao do paralelismo do
sistema� Como observamos� quando as opera�c�oes s�ao realizadas e h�a a dis�
ponibilidade dos novos operandos� desde que haja unidades funcionais dis�
pon��veis� outras opera�c�oes podem ser realizadas paralelamente� Esta clas�
se de problemas pode ser modelada perfeitamente por redes de Petri� da�
do que esta t�ecnica possibilita a descri�c�ao de sistemas concorrentes e n�ao�
determin��sticos�
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Um ponto de grande import�ancia para a computa�c�ao data�ow s�ao os mo�
delos de arquitetura pipeline� Nessas arquiteturas os dados s�ao processados
por est�agios sucessivos de computa�c�ao� de tal forma que cada est�agio esteja
ocupado em cada ciclo de opera�c�ao�

����� Sistemas Pipeline

Existem muitas formas para classi�car computa�c�ao paralela� A computa�c�ao
paralela pode ser caracterizada segundo duas perspectivas ����� No primeiro
ponto de vista observamos o particionamento e distribui�c�ao das tarefas� no
segundo a forma de execu�c�ao� Observando�se o primeiro dos pontos de vista�
podemos caracterizar este particionamento e distribui�c�ao de duas formas	
a computa�c�ao function�parallel e data�parallel� Na computa�c�ao function�
parallel decomponhe�se um programa em m�odulos de diferentes funciona�
lidades que podem ser executados em um ou v�arios processadores� Este
tipo de paralelismo �e adequado para aplica�c�oes que podem ser desenvolvidas
utilizando�se diversas m�odulos independentes� Na computa�c�ao data�parallel
os dados s�ao divididos entre os processadores� Os processadores podem e�
xecutar o mesmo programa� no entanto manipulam diferentes subconjuntos
de dados�

Se observarmos agora a segunda perspectiva de caracteriza�c�ao dos proces�
sos paralelos execu�c�ao�� podemos classi�car as computa�c�oes como concor�
rentes e pipelined� A computa�c�ao concorrente explora o paralelismo espacial�
ou seja utiliza diversos processadores para a execu�c�ao de m�ultiplas tarefas
independentes simultaneamente� Estas tarefas podem ser data�parallel ou
function�parallel�

O paralelismo pipelined explora os aspectos temporais� Cada processa�
dor manipula apenas os dados fornecidos �a sua entrada e passa estes dados
transformados para o pr�oximo processador est�agio�� Uma no�c�ao importante
nesse tipo de processamento �e o �uxo de dados� pois os dados s�ao passados
de est�agio para est�agio� �cando a comunica�c�ao entre processadores restrita
a est�agios vizinhos�

Um sistema pipeline �e composto por um n�umero de est�agios que podem
estar em execu�c�ao simultaneamente� Quando um est�agio i encerra sua ati�
vidade� este transfere o resultado obtido para o pr�oximo est�agio e aguarda
por novas informa�c�oes provenientes de est�agios anteriores�

Nesta se�c�ao modelamos um sistema pipeline com duas unidades funcio�
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nais �guara ������ Neste sistema as informa�c�oes s�ao fornecidas ao sistema
atrav�es de uma entrada da unidade funcional A�

Unidade

A

Unidade

B

Entrada Saida

Figura ����	 Unidades Funcionais em Pipeline

Informa�c�oes s�o ser�ao aceitas se a entrada estiver desocupada� Ap�os ler
os dados da entrada� a unidade funcional A trata estas informa�c�oes e ent�ao
tranfere para a entrada da unidade funcional B� A unidade A pode ent�ao
receber uma nova informa�c�ao� De forma semelhante a unidade B l�e as infor�
ma�c�oes enviadas pela unidade A e ent�ao trata as informa�c�oes� posteriormente
fornecendo os resultados �a sa��da do sistema� Na �gura ���� apresentamos
uma rede que descreve as tarefas executadas pelo diagrama em bloco da
�gura �����
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Figura ����	 Pipeline

A entrada do sistema �e representada pelo lugar p�� portanto uma marca
nesse lugar indica que h�a informa�c�ao a ser tratada pelo sistema� Os lugares
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p� e p�� respectivamente� representam a entrada da unidade A com alguma
informa�c�ao para ser tratada e esta entrada vazia� A leitura da entrada
da unidade A lugar p�� corresponde ao disparo da transi�c�ao t�� que s�o
est�a habilitada quando houver informa�c�ao dispon��vel e esta unidade estiver
habilitada para efetuar a leitura Mp�� � � e Mp�� � ��� Os lugares
p� e p� representam a sa��da da unidade A habilitada vazia� e com algum
dado bloqueada�� respectivamente� A transi�c�ao t�� que representa o in��cio
das opera�c�oes a serem realizadas pela unidade A� s�o pode ser disparada se
houver dado na entrada da unidade  p�� e se a sa��da desta unidade estiver
habilitada p��� Uma marca no lugar p� representa que a unidade A est�a
em opera�c�ao� Este lugar pode estar sintetizando um rede complexa que
pode representar� em detalhes� as opera�c�oes e condi�c�oes desta unidade� A
transi�c�ao t� representa a escrita de um resultado na sa��da da unidade A�

Marcas nos lugar p� e p representam que a entrada da unidade B pos�
sui dado e est�a habilitada� respectivamente� A transi�c�ao t� representa a
opera�c�ao inicial para a transfer�encia da informa�c�ao tratada pela unidade A
para a unidade B� O lugar p� resume a seq�u�encia de opera�c�oes relativa �a
transfer�encia de informa�c�oes entre a unidade A e a unidade Buma rede que
representa os detalhes desta atividade�� A transi�c�ao t� representa a opera�c�ao
�nal desse processo de transfer�encia�

De forma semelhante� as opera�c�oes e condi�c�oes modeladas para a unidade
A� a transi�c�ao t� representa o in��cio das opera�c�oes realizadas pela unidade
B� O in��cio dessas opera�c�oes est�a condicionado �a disponibilidade de dados
na entrada da unidade B marca no lugar p�� e que a sa��da desta unidade
esteja vazia lugar p�� marcado�� O lugar p� sintetiza as opera�c�oes realizadas
pela unidade B� a transi�c�ao t� representa a opera�c�ao de escrita na sa��da da
unidade B� Um dado na sa��da da unidade funcional B �e representado por uma
marca no lugar p��� A transi�c�ao t� modela a opera�c�ao de escrita na sa��da
do sistema p���� assim como a libera�c�ao da entrada entrada da unidade B
marca no lugar p����

����� Protocolo de Comunica�c�ao

Protocolo de comuni�c�ao �e uma outra �area onde as redes de Petri t�em si�
do utilizadas para representar caracter��sticas essenciais� bem como an�alise
de propriedades ���� ���� Nesta se�c�ao apresentamos a modelagem de um
protocolo de comunica�c�ao bastante simples� no entanto protocolos mais so�
�sticados podem ser modelados naturalmente usando�se as redes de Petri�
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A modelagem de entidades comunicantes� pode ser representada atrav�es
de uma �unica transi�c�ao �gura �����a�� ou mesmo explicitando�se a infor�
ma�c�ao por um lugar �gura �����b�� atrav�es de lugares compartilhados� que
representam a informa�c�ao e o reconhecimento dessa informa�c�ao acknowled�
gement� �gura ������ ou ainda atrav�es de um bu�er �gura ������

(a) (b)

mens

mens
trans recebe

Figura ����	 Comunica�c�ao entre Processos com Reconhecimento e por Bu�er

A seguir� descrevemos um sistema comunicante composto por tr�es pro�
cessos� um transmissor e dois receptores� Os receptores recebem mensagens
enviadas pelo transmissor� A recep�c�ao da mensagem �e efetuada de forma
n�ao�determin��stica por um dos sistemas receptores� que ent�ao envia o reco�
nhecimento da recep�c�ao da informa�c�ao o que possibilita a transmiss�ao de
um nova informa�c�ao�
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Buffer

(b)transmite
 mensagem

  recebe
 mensagem

transmite
 mensagem

  recebe
 mensagem

mensagem

reconhecimento

armazena
   no
 Buffer
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  do
Buffer

Figura ����	 Comunica�c�ao entre Processos
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Na �gura ���� apresentamos uma rede que representa o protocolo acima
descrito� A marca no lugar p� habilita a transmiss�ao da mensagem disparo
de t��� O disparo de t� retira a marca do lugar p� e deposita uma marca nos
lugares p� e p�� A marca no lugar p� representa o envio da informa�c�ao� Esta
informa�c�ao pode ser recebida por um dos processos receptores� de forma
mutuamente exclusiva e n�ao�determin��stica� ou seja� o lugar p� marcado
possibilita tanto o disparo de t� recep�c�ao efetuada pelo Receptor�� quanto
o disparo de t� Recep�c�ao efetuada pelo Receptor��� pois M �t� ��M �t� �
e Mp�� 	 Ip�� t�� ! Ip�� t��� ou seja� a marca�c�ao em p� n�ao �e su�ciente
para habilitar t� e t��
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1 Receptor
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Figura ����	 Protocolo de Comunica�c�ao

O disparo de t� retira a marca dos lugares p� e p� e armazena uma marca
no lugar p�� O reconhecimento da recep�c�ao da mensagem �e realizado atrav�es
do disparo da transi�c�ao t�� Disparando�se esta transi�c�ao retira�se a marca do
lugar p� e deposita�se uma marca nos lugares p� e p�� A marca no lugar p�
representa a informa�c�ao de reconhecimento da mesagem enviada� A marca
no lugar p� restaura a situa�c�ao inicial do processo Receptor�� A recep�c�ao da
mensagem pelo processo Receptor� �e realizada de forma similar� A marca
no lugar p� possibilita o disparo de t�� dado que h�a uma marca no lugar
p�� Disparando�se t� restaura�se a situa�c�ao inicial do Transmissor lugar p�
marcado�� o que possibilita a transmiss�ao de novas informa�c�oes�
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����� Produtor�Consumidor

Nesta se�c�ao apresentamos o problema Produtor
Consumidor ���� onde s�ao
observados tamb�em aspectos relativos ao compartilhamento de dados� O
processo produtor cria objetos que s�ao armazenados em um bu�er� O con�
sumidor aguarda at�e que haja objetos dispon��veis nesse bu�er para que os
possa consumir�

A rede que modela este problema �e esquematizada na �gura ����� onde
podemos observar o sistema produtor� o bu�er e o consumidor� O n�umero
de marcas nos lugares p� e p� representa o n�umero de processos produtores e
consumidores� respectivamente� ou seja� se tivermos� nesses lugares� apenas
uma marca em cada� teremos apenas um produtor e um consumidor�
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Figura ����	 Produtor
Consumidor

A transi�c�ao t� representa a produ�c�ao dos itens e a transi�c�ao t� o armaze�
namento dos itens no bu�er� A transi�c�ao t� representa a remo�c�ao� pelo con�
sumidor� do i tem do bu�er e �nalmente a transi�c�ao t� representa o consumo
do item� Note�se que o disparo de t� e t� armazena uma marca nos lugares
p� e p�� respectivamente� Isso signi�ca que o produtor ou o consumidor est�a
pronto para uma nova execu�c�ao de suas tarefas� Uma forma alternativa para
representar o problema com m�ultiplos produtores
consumidores seria repetir
as sub�redes que os representam� no entanto o modelo teria larga dimens�ao�
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Figura ����	 Produtor
Consumidor com Bu�er Limitado

������� Sistema com Bu�er Limitado

Apresentamos agora uma variante do problema Produtor
Consumidor� on�
de temos o bu�er com tamanho limitado e ainda especi�cando um estado
terminal� ou seja possibilitando aos processos produtores e consumidores� o
encerramento de suas atividades� Na �gura ���� apresentamos uma rede que
modela este problema� Observe�se que este modelo cont�em a estrutura do
exemplo anterior� no entanto um outro lugar �e adicionado ao modelo tam��
O n�umero de marcas inicialmente depositadas neste lugar representa o ta�
manho do bu�er� Quando disparamos a transi�c�ao t�� o n�umero de marcas
do lugar tam �e decrementado� pois o n�umero de posi�c�oes livres no bu�er de�
cresce� No entanto� quando disparamos a transi�c�ao t� remo�c�ao�� o n�umero
de marcas no lugar tam �e incrementado� Uma marca no lugar p� possibi�
lita a produ�c�ao de um novo item� no entanto tamb�em possibilita o t�ermino
da produ�c�ao� atrav�es do disparo da transi�c�ao t�� As transi�c�oes t� e t� s�ao
rotulados com as condi�c�oes de n	ao�t�ermino nt� e t�ermino t� da produ�c�ao�
respectivamente� O t�ermino das opera�c�oes de consumo s�o pode ser realizado
disparo de t�� quando houver uma marca no lugar p�� o processo produtor
tiver encerrado suas opera�c�oes lugar p� marcado� e o bu�er estiver vazio
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lugar tam com n marcas��

����� Jantar dos Fil
osofos

Apresentamos nesta se�c�ao a modelagem por redes de Petri do problema do
jantar dos �l�osofos ���� proposto por Dijkstra� Este problema descreve uma
situa�c�ao que consiste de �l�osofos que podem estar comendo� pensando ou
com fome� Os �l�osofos est�ao sentados em volta de uma mesa� Cada �l�osofo
tem um garfo e um prato de comida a sua frente� no entanto� para que cada
�l�osofo possa comer� �e necess�ario que haja dois garfos� ou seja� o seu e o do
seu vizinho� O problema em discuss�ao �e que� se todos os �l�osofos pegarem
em um mesmo instante o garfo da direita e aguardarem a libera�c�ao do garfo
a sua esquerda� o sistema entrar�a em deadlock impasse��

Na �gura ���� apresentamos um modelo que representa a solu�c�ao deste
problema� Nesta solu�c�ao representamos os recursos garfos� por marcas nos
lugares garfo�� garfo� e garfo�� Os estados de cada �l�osofo s�ao representados
pelos lugares� ppi� pcfi e pci� que identi�cam os estados pensando� com fome e
comendo� respectivamente� O evento come�car�a�pensar �e representado pela
transi�c�ao tcpi� assim como tem�fome e come�ca�a�comer s�ao representados
respectivamente por ttfi e tcci�

Na �gura ���� vemos que o �l�osofo� est�a pensando lugar pp� marcado��
que o �l�osofo� est�a com fome lugar pcf� marcado� e que o �l�osofo� est�a
comendo lugar pc� marcado�� Quando o �l�osofo� encerra a refei�c�ao� este
libera os garfos� depositando�os nos lugares garfo� e garfo� e vai para o
estado pensando marca no lugar pp��� O �l�osofo� que est�a com fome pode
agora come�car a comer disparar a transi�c�ao tcc��� pois esta encontra�se
habilitada� Ao disparar�se esta transi�c�ao� s�ao retiradas as marcas dos lugares
garfo� e garfo�� passando este �l�osofo para o estado comendo� O �l�osofo� e
�l�osofo� que est�ao pensando� podem ent�ao ter fome disparo de ttc� e ttf���
Ocorrendo isto� �e retirada a marca dos lugares pp� e pp� e armazenadas
marcas nos lugares pcf� e pc�� Observe que� neste estado� tanto o �l�osofo�
como o �l�osofo� podem come�car a comer� no entanto se um o �zer o outro
�ca impossibilitado de o fazer� Note�se� contudo� que todos os �l�osofos t�em
a possibilidade de fazer a refei�c�ao� Podemos tamb�em veri�car a inexist�encia
de deadlock na rede�
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Figura ����	 O Jantar dos Fil�osofos

����� Fluxo de Controle de Algoritmo

Apresentamos nesta se�c�ao os modelos b�asicos redes� que possibilitam a mo�
delagem por redes de Petri de programas escritos em linguagens seq�uenciais
���� ���� ���� ���� �����

Podemos representar um programa segundo dois aspectos distintos	 o
controle e a computa�c�ao� Na computa�c�ao referimo�nos as opera�c�oes de a�
tribui�c�ao� l�ogicas e aritm�eticas� leitura e escrita em dispositivos perif�ericos
e mem�oria� Por outro lado� o controle consiste da ordena�c�ao das tarefas�
n�ao importando o que cada computa�c�ao realiza� Sendo as redes de Pe�
tri mais adequadas para representar os aspectos de controle� adotamos as
redes de Petri para a modelagem dos aspectos de controle de programas
seq�uenciais� Assim como em um �uxograma� um modelo em redes de Petri
�e uma abstra�c�ao do programa e re�ete apenas a estrutura� n�ao especi�cando
as computa�c�oes realizadas�

As linguagens de programa�c�ao imperativas� de uma forma geral� pos�
suem alguns construtores b�asicos� Nessas linguagens temos as computa�c�oes
simples� tais como atribui�c�ao� opera�c�oes aritm�eticas� l�ogicas e tamb�em as
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decis�oes e la�cos� Nesta se�c�ao� apresentamos modelos que representam essas
estruturas� bem como o uso dessas estruturas associadas� para a especi�ca�c�ao
de programas�

������� Computa�c�ao Seq�uencial Simples

Representamos a computa�c�oes por uma transi�c�ao� n�ao importando o que
esta computa�c�ao realize�

t
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Figura ����	 Computa�c�ao Simples

Observando a �gura ����� veri�camos uma transi�c�ao t� que tem como
pr�e�condi�c�ao o lugar p� e como p�os�condi�c�ao o lugar p�� Na �gura ����
temos duas instru�c�oes de um programa� A execu�c�ao dessas instru�c�oes ser�a
de forma seq�uencial� ou seja� a instru�c�ao a 	� e ! � �e executada antes da
instru�c�ao b �	 c� �� onde ap�os a execu�c�ao da primeria instru�c�ao a segunda
ser�a executada� O controle dessas instru�c�oes �e especi�cado de forma similar�
O seq�uencimento das duas intru�c�oes �e representado pela rede da �gura �����
Para obtermos o modelo que representa o seq�uenciamento dessas instru�c�oes�
realizamos a fus�ao dos lugares que s�ao p�os�condi�c�ao da primeira instru�c�ao e
o lugar que �e pr�e�condi�c�ao na rede que representa a segunda instru�c�ao� ou
seja� dos lugares pi�� e pj �

������� If�then�else

O outro modelo b�asico na modelagem de �uxo de controle �e a decis�ao if�
then�else�� Para modelar esta instru�c�ao� utilizamos a rede elementar que
modela a escolha n�ao�determin��stica�

As transi�c�oes s�ao rotuladas com as condi�c�oes de teste� Na �gura ���� a�
presentamos uma rede que modela adequadamente este construtor� Observe�
se que uma marca no lugar p� habilitaria ambas as transi�c�oes� no entanto
estas transi�c�oes est�ao associadas as condi�c�oes geradas na execu�c�ao do pro�
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a: = e+1;
b:= c-3;

[ a:=e+1] [b:=c-3]
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Figura ����	 Fus�ao dos Lugares
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Figura ����	 If a then B else C
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grama� As transi�c�oes s�ao associadas as condi�c�oes �a e a� ou seja� quando
uma destas condi�c�oes �e verdadeira a outra �e falsa� Assim sendo� apenas uma
dessa transi�c�oes estar�a habilitada em um dado instante� Ao disparar�se uma
transi�c�ao� impossibilita�se o disparo da outra� pois retira�se a marca do lugar
p� e deposita�se uma marca no lugar p� ou p� dependendo de qual transi�c�ao
tenha sido disparada�

������� While�do

Na �gura ���� apresentamos a rede que modela o la�co while�do� Esta modelo
�e constru��do a partir da rede anterior �gura ������ O corpo do la�co �e uma
rede que tem topologia adequada ao programa� Uma marca no lugar p� pos�
sibilita o disparo das transi�c�oes t� e t�� Enquanto a condi�c�ao a for verdadeira
a transi�c�ao t� ser�a executada� O disparo de t� possibilita a execu�c�ao da rede
que representa o corpo do la�co�

Rede

p
0

t
1 t 2

a) a( )

While      doa B

(

Figura ����	 While a do B

Ap�os a execu�c�ao da rede corpo do la�co� dispara�se a transi�c�ao t�� que
restaura a marca no lugar p�� Quando a condi�c�ao �a tornar�se verdadeira�
a transi�c�ao t� estar�a habilitada desde que Mp�� � Ip�� t���� O disparo da
transi�c�ao t� representa o �m da execu�c�ao do la�co�

������	 For�do

O outro tipo de la�co que modelamos atrav�es de redes de Petri foi o for�
do� Para modelarmos este la�co� �zemos uso de lugares duais de tal forma a
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possibilitar o controle do n�umero de itera�c�oes a ser efetuado� Na �gura ����
temos um modelo que representa este la�co�
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Figura ����	 For a n do B

Observe�se que este la�co tem estrutura semelhante ao do modelo anterior�
No entanto� o controle� na rede elementar que representa a escolha� n�ao �e
efetuado atrav�es de condi�c�oes externas associadas �as transi�c�oes e sim atrav�es
do par de lugares pt e pt�� que possibilitam o disparo de uma das transi�c�oes
t� e t��� exclusivamente� Inicialmente o lugar pt �e marcado com o n�umero de
itera�c�oes do la�co� Quando uma marca chegar ao lugar p� a transi�c�ao t� torna�
se habilitada� Disparando�se t�� retira�se uma marca do lugar p� e do lugar
pt e depositam�se uma marca no lugar pt e uma outra que hablita a execu�c�ao
da rede que modela o corpo do la�co� Quando a execu�c�ao do corpo do la�co
termina� a transi�c�ao t� �e disparada� restaurando a marca no lugar p�� Mais
uma vez a transi�c�ao t� encontra�se habilitada� Desta forma� enquanto houver
marcas no lugar pt� a transi�c�ao t� ser�a habilitada desde que haja uma marca
no lugar p��� No entanto� ap�os n itera�c�oes n�ao haver�a nenhuma marca no
lugar pt� o que impossibilita o disparo de t�� Para esta marca�c�ao a transi�c�ao
t� encontra�se habilitada� pois Mp�� � Ip�� t�� e Mpt� � Ipt� t��� Com
o disparo da transi�c�ao t�� restaura�se o n�umero de marcas do lugar pt� ou
seja� n marcas� retiram�se n marcas do lugar pt e encerra�se a execu�c�ao do
la�co�
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������ Computa�c�ao	Fraca

A no�c�ao de computabilidade fraca em redes de Petri signi�ca que o valor
computado por uma rede que calcula uma determinada fun�c�ao� n�ao excede
fx�� ���� xr�� ou seja� ap�os a execu�c�ao da rede� o valor fornecido por essa�
n�ao ser�a superior a fx�� ���� xr�� Essa id�eia �e importante devido �a natureza
n�ao�determin��stica do disparo de transi�c�oes�

A no�c�ao de computabilidade�fraca por redes �e apresentada em ����� onde	

De�ni�c�ao ����� Computa�c�ao Fraca por Redes de Petri
 Seja uma
rede R � P� T� I� O�K�� que possui r lugares de entrada �INi�� um lugar
de sa�da �Out�� um lugar de in�cio �On�� um lugar de �naliza�c	ao �Off� e
um conjunto �nito de lugares pi� R realiza uma computa�c	ao fraca para um
fun�c	ao f 	 N r � N se� e somente se� para cada vetor de entrada X � N r

�X � x�� ���� xi� ���� Xr�� e uma marca�c	ao inicial M� � N temos


� M�On� � � e MINi� � xi para � � i � r�

� M�Out� � M�Off� � M�pi� � �� �pi interno�

� �M � AR�M��� onde M 
� M�� tem�se MOn� � � e � �
MOff� � � e MOut� � fx�� ���� xr��

� �M � AR�M�� tal que MOff� � � implica a marca�c	ao M ser morta�
ou seja� nenhuma transi�c	ao est�a habilitada nessa marca�c	ao�

� �k� onde � � k � fx�� ���� xr�� existe uma marca�c	ao M � AR�M��
tal que MOut� � k e MOff� � ��

As redes das �gura ���� e �gura ���� provam que as redes de Petri podem
realizar a computa�c�ao fraca de fun�c�oes� Essas rede computam a adi�c�ao e
multiplica�c�ao das vari�aveis x� e x�� respectivamente�

��� Subclasses das Redes de Petri

Nas se�c�oes anteriores� apresentamos diversos exemplos de problemas cl�assicos
e seus modelos em redes de Petri� Mostramos� dessa forma� o poder de
modelagem das redes de Petri observando diversos aspectos dos sistemas
concorrentes� No entanto� as redes de Petri n�ao possibilitam o teste a zero
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testar se um lugar n�ao tem marca� de lugares com capacidade ilimitada
k � 	�� No cap��tulo � apresentamos algumas extens�oes �as redes de Petri�
que possibilitam este teste e fornecem meios para a especi�ca�c�ao de outras
propriedades dos sistemas computacionais� tais como tempo e prioridade� As
extens�oes que apresentamos s�ao as redes de Petri com arco inibidor� redes
de Petri temporizadas determin��sticas� redes coloridas e redes hier�arquicas�
Infelizmente� essas extens�oes reduzem o poder de decis�ao sobre as redes de
Petri� Alguns trabalhos investigam o uso de subclasses de redes de Petri
que possibilitem aumentar estes poder de decis�ao� sem contudo reduzir em
demasia o seu poder de modelagem�

Nesta se�c�ao apresentamos as principais subclasses ��� ���� das redes de
Petri� Nestas subclasses s�ao efetuadas algumas restri�c�oes estruturais �as redes
de Petri� de forma a possibilitar o desenvolvimento de modelos onde o poder
de decis�ao �e maior� sem contudo reduzir em demasia o poder de modelagem
das redes de Petri�

����� Redes de Petri M
aquina de Estado

A subclasse das redes de Petri denominada m�aquinas de estado� caracteriza�
se por restri�c�oes ao n�umero de arcos que podem ser entrada e sa��da de uma
transi�c�ao� Cada transi�c�ao da rede s�o pode ter um arco como entrada e um
arco como sa��da�

De�ni�c�ao ��	�� � Rede de Petri M�aquina de Estado
 seja uma rede
R� � P� T� I�O�K�� R� �e classi�cada como m�aquina de estado se e somente
se jItj�j � � e jOtj�j � �� �tj � T �

Na �gura ���� temos uma sub�rede que possui as caracter��sticas estru�
turais de uma rede m�aquina de estado� Observe�se que todas as transi�c�oes
do modelo t�em apenas um arco de entrada e um arco de sa��da� Neste mo�
delo� representamos o con�ito e a atribui�c�ao� no entanto esta subclasse n�ao
possibilita a modelagem de sistemas paralelos e a sincroniza�c�ao�

����� Redes de Petri Grafo Marcado

A subclasse das redes de Petri denominada grafo marcado ou grafo de eventos
restringe o n�umero de arcos de entrada e sa��da dos lugares da rede� Cada
lugar da rede s�o pode ter um arco como entrada e um arco como sa��da�
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Conflito

Atribuicao

Figura ����	 Subclasse M�aquina de Estado

De�ni�c�ao ��	�� � Rede de Petri Grafo Marcado
 seja uma rede R� �
P� T� I� O�K�� R� �e classi�cada como grafo marcado se� e somente se�
jIpi�j � � e jOpi�j � �� �pi � P �

Na �gura ���� apresentamos uma sub�rede que tem as propriedades es�
truturais de uma rede grafo de eventos� Nessa rede� os lugares possuem
apenas uma transi�c�ao de entrada e uma transi�c�ao de sa��da� Obviamente�
dado que n�ao podemos ter lugares com dois arcos de sa��da� esta classe de
redes n�ao possibilita a express�ao da escolha� No entanto� esta classe permite
a modelagem de processos paralelos e a sincroniza�c�ao entre processos�

A rede de Petri grafo marcado �e a representa�c�ao dual da classe m�aquinas
de estado� pois enquanto na classe m�aquina de estado cada transi�c�ao tem um
arco como entrada e um arco como sa��da� no grafo marcado temos o inverso�
ou seja� cada lugar tem um arco de entrada e um arco de sa��da�

����� Redes de Petri Escolha Livre

A subclasse das redes de Petri denominada escolha livre� possibilita a mo�
delagem do con�ito modelado pela m�aquina de estado�� do paralelismo e a
sincroniza�c�ao modelados pelo grafo marcado�� por�em de uma forma mais
restrita que o modelo geral das redes de Petri� Na literatura temos duas
de�ni�c�oes distintas de redes escolha livre� A primeira delas aparece no tra�
balho de Hack ���� e a segunda delas foi apresentada por Commoner� a qual
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Distribuicao

Sincronismo

Figura ����	 Subclasse Grafo de Eventos

nos referimos por rede de Petri escolha livre estendida �����

De�ni�c�ao ��	�� � Escolha Livre
 seja uma rede R� � P� T � I� O�K��
Esta rede �e classi�cada como uma rede escolha livre se� e somente se� Itj� �
fpig ou Opi� � ftjg� �tj � T e pi � Itj��

Esta classe de rede possibilita o controle de eventos em con�itos� pois
quando um lugar �e entrada de diversas transi�c�oes� este lugar �e a �unica entrada
destas transi�c�oes� Desta forma� todas as transi�c�oes estar�ao habilitadas ou
nenhuma estar�a� possibilitando a escolha da realiza�c�ao do evento livremente�

De�ni�c�ao ��	�	 � Escolha Livre Estendida
 seja uma rede R� � P� T �
I� O�K�� Esta rede �e classi�cada como uma rede escolha livre se� e somente
se� para todo par de lugares pi� pk� � P �� Opi�

T
Opk� 
� � ent	ao Opi� �

Opk��

Na �gura ���� temos alguns modelos simples que s�ao classi�cados con�
forme as de�ni�c�oes apresentadas nesta se�c�ao�

Essas formas restritas de con�ito de�nidas apresentam condi�c�oes ne�
cess�arias e su�cientes para que uma rede marcada dessa classe seja live e
segurasafe�� Conforme as de�ni�c�oes� se uma destas transi�c�oes est�a habilita�
da todas as outras tamb�em est�ao� ou seja� podem ser livremente disparadas�

Neste cap��tulo vimos os modelos b�asicos que possibilitam a descri�c�ao
do seq�uenciamento� escolha n�ao�deterministica� paralelismo e sincronismo�
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Figura ����	 Subclasse Escolha Livre

assim como a modelagem por redes de Petri de diversos problemas cl�assicos
da ci�encia da computa�c�ao� demonstrando assim o poder de modelagem das
redes de Petri�
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Cap��tulo �

An�alise das Redes de Petri

Nos cap��tulos anteriores mostramos o poder de modelagem das redes de Pe�
tri� No entanto� podemos ainda formular a seguinte quest�ao	 %O que faremos
com esses modelos �  � Redes de Petri� n�ao se restringem apenas a uma
ferramenta que possibilita a modelagem de problemas que tenham ativida�
des concorrentes� Foi desenvolvida� em paralelo� uma s�erie de m�etodos que
permitem a an�alise de um grande n�umero de propriedades em sistemas ���
���� ���� As propriedades das redes de Petri podem ser divididas em dois
grandes grupos	 propriedades dependentes da marca�c�ao e as n�ao dependen�
tes da marca�c�ao� denominadas propriedades comportamentais e estruturais�
respectivamente� Neste cap��tulo apresentamos essas propriedades� bem co�
mo uma s�erie de m�etodos de an�alise para permitir a veri�ca�c�ao das redes de
Petri�

Inicialmente� apresentamos as propriedades comportamentais� em segui�
da as propriedades estruturais e �nalizamos o cap��tulo apresentando alguns
m�etodos de an�alise�

��� Propriedades Comportamentais

Na literatura sobre redes de Petri algumas propriedades t�em sido considera�
das em profundidade� Aqui apresentamos um estudo sobre as propriedades
comportamentais e as propriedades estruturais� Em seguida� ser�ao descritas
algumas t�ecnicas de an�alise utilizadas� para veri�ca�c�ao dessas propriedades
nos modelos propostos�
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����� Alcan�cabilidade �Reachability�

Alcan�cabilidade ou Reachability �e fundamental para o estudo de propriedades
din�amicas de qualquer sistema� A alcan�cabilidade indica a possibilidade de
atingirmos uma determinada marca�c�ao pelo disparo de um n�umero �nito de
transi�c�oes� a partir de uma marca�c�ao inicial� Nesta se�c�ao apresentamos este
conceito no contexto das redes de Petri ��� ��� ����

Para a rede de Petri marcada N � R�M��� representada na �gura ����
o disparo de uma transi�c�ao ti altera a marca�c�ao da rede� conforme as regras
descritas no cap��tulo �� Uma marca�c�ao M � �e dita acess��vel de M� se existe
uma seq�u�encia de transi�c�oes que� disparadas� levam a marca�c�ao M � ver
se�c�ao ����� Ou seja� se a marca�c�ao M� habilita a transi�c�ao t�� disparando�se
esta transi�c�ao atinge�se a marca�c�ao M�� A marca�c�ao M� habilita t� a qual
sendo disparada atinge�se a marca�c�ao M� e assim por diante at�e a obten�c�ao
da marca�c�ao M �� De�nindo�se formalmente� temos	

De�ni�c�ao ����� � Alcan�cabilidade
 sejaMi�tj � Mk eMk �th � Ml ent	ao
Mi�tjth � Ml� Por recorr�encia designamos o disparo de uma seq�u�encia s � T
por M �s � M �� O conjunto de todas as poss�veis marca�c	oes obtidas a partir
da marca�c	ao M� na rede N � R�M�� �e denotado por AR�M�� � fM � �
INmj  s j M��s � M �g��ver se�c	ao ����� onde m �e a cardinalidade do
conjunto de lugares�

O problema da an�alise desta propriedade consiste em determinarmos se
uma dada marca�c�ao M � � AR�M�� da rede marcada N� Na �gura ��� dese�
jamos� por exemplo� saber se a marca�c�aoM � � �� �� �� �� lugar p� marcado�
�e acess��vel a partir da marca�c�ao inicial apresentada M � �� �� �� ��� ape�
nas p� com uma marca�� Observe�se que atingimos esta marca�c�ao tanto
executando a seq�u�encia s� � t�t�t� como tamb�em executando a seq�u�encia
s�� � t�t�� ou seja� esta marca�c�ao pode ser obtida a partir da marca�c�ao
inicial�

Em alguns casos� desejamos observar apenas alguns lugares espec���cos
da rede em estudo� Estes problema �e denominado submarca�c	ao alcan�c�avel
submarking reachability�� Aqui analisamos se uma dada submarca�c�aoM � �
AR�M�� da rede marcada N� onde M � �e qualquer marca�c�ao restrita a um
subconjunto de lugares de P�

Muitos outros problemas de an�alise podem ser observados em termos do
problema de alcan�cabilidade� Por exemplo� se uma rede �ca em deadlock

��



p

p

p

p

t

t
t

t

0

0

1

1

2

3

2 3
t

4

Figura ���	 Rede N

em uma determinada marca�c�ao� podemos querer saber se essa marca�c�ao �e
acess��vel�

����� Limita�c�ao �Boundedness�

Nesta se�c�ao apresentamos o conceito de limita�c�ao boundedness� nas redes
de Petri e sua import�ancia na veri�ca�c�ao de uma especi�ca�c�ao de sistemas
�����

De�ni�c�ao ����� � Limita�c�ao
 seja um lugar pi � P � de uma rede de Pe�
tri marcada N� � R�M��� Este lugar s	ao ditos k�limitados �k�bounded�
�k � IN� ou simplesmente limitados se para toda marca�c	ao acess�vel M �
AR�M��� Mpi� � k�

Caso a propriedade da de�ni�c�ao acima n�ao seja observada� o lugar �e dito
n�ao�limitado� Note que o limite k �e o n�umero de marcas que um lugar pode
acumular� O lugar p� da �gura ��� �e ��limitado enquanto o lugar p� �e ��
limitado� Uma rede de Petri marcada N � R�M�� �e dita k�limitada se o
n�umero de marcas de cada lugar de N n�ao excede k em qualquer marca�c�ao
acess��vel de N Mp� � k� �M � GAR�M��� �p � P ��
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Figura ���	 Rede Limitada Bounded�

De�ni�c�ao ����� � Rede Limitada
 dizemos que uma rede N� � R�M��
�e limitada �bounded� se kpi� � 	 para todo pi � P �

Dado que todos os lugares da rede da �gura ��� s�ao limitados� ent�ao essa
rede �e classi�cada como limitada� Ainda podemos concluir que essa rede �e
� � limitada� pois nenhum lugar acumula mais que � marcas em qualquer
marca�c�ao acess��vel de N�

����� Seguran�ca �Safeness�

Nesta se�c�ao apresentamos a propriedade de seguran�ca safeness� das rede de
Petri� O conceito de safeness �e uma particulariza�c�ao do conceito de limita�c	ao
���� Esta propriedade �e uma das mais importantes quando na especi�ca�c�ao
de sistemas digitais�

Como vimos na se�c�ao anterior um lugar pi �e dito k�limitado se o n�umero
de marcas que este lugar pode acumular estiver limitado ao n�umero k� Um
lugar que �e ��limitado pode ser simplesmente ser chamado de seguro safe��

De�ni�c�ao ����	 � Lugar Seguro
 seja um lugar pi � P de uma rede
marcada N� � R�M��� onde R � P� T� I� O�K�� pi �e seguro se para toda
marca�c	ao M � � AR�M�� tivermos Mpi� � ��

Portanto� um lugar pode ser usado para representar uma porta ou mesmo
um �ip��op� Dizemos que a rede N� � R�M�� �e segura bin�aria� se todos
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os lugares dessa rede s�ao seguros� ou seja� todos os lugares desta rede podem
conter uma ou nenhuma marca�

De�ni�c�ao ����� � Rede Segura
 uma rede N� � R�M�� �e de�nida como
segura se Mpi� � �� para todo pi � P �
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Figura ���	 Rede Segura Safe�

Na �gura ��� temos uma rede segura� pois todos os lugares desta rede
n�ao acumulam mais do que uma marca�

Em uma rede que tem um lugar ou mesmo uma transi�c�ao rotulada a
uma condi�c�ao externa especi�cando a entrada do sistema� conforme a re�
de da �gura ����a� podemos ter lugares que acumulam marcas� A entrada
deste modelo �e representada pela transi�c�ao t� associada a condi�c�ao X� Esta
transi�c�ao pode disparar a qualquer momento� �a medida em que houver in�
forma�c�ao X for verdadeira� para ser tratada� Desta forma� observamos que
os lugares p�� p�� p� e p� podem acumular mais do que uma marca� ou seja�
esta rede n�ao �e segura� Dede que a rede s�o possua arcos de peso unit�ario�
podemos transform�a�la em uma rede segurasafe�� pela introdu�c�ao de luga�
res complementares duais�� Esta transforma�c�ao �e realizada observando os
seguintes aspectos	

� Se pk � Oti� e pk 
� Iti�� ent�ao cria�se o lugar p�k� onde p
�
k � Iti� e

Mp�k� � ��
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Se pk � Itj�� ent�ao o lugar p�k � Otj��

Este novo lugar criado p�k� representa o lugar pk vazio� ou seja� estes
lugares s�ao complementares� Quando h�a uma marca no lugar pk o lugar
p�k n�ao possui marcas e vice�versa� Dessa maneira conseguimos controlar o
n�umero de marcas em cada lugar� pois os lugares duais agem como %travas �
impossibilitando o incremento de marcas nos lugares originais�
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Figura ���	 Transforma�c�ao de Rede N�ao�SeguraUnsafe� em SeguraSafe�

Dado que o lugar ti da sub�rede da �gura ����a�� potencialmente� pode
ser disparada um n�umero in�nito de vezes� podemos concluir que o lugar pk
�e n�ao�seguro� pois o disparo de ti incrementa o n�umero de marcas de pk e
como pk n�ao �e entrada de nenhuma transi�c�ao� a remo�c�ao de suas marcas �e
imposs��vel� Essa rede pode ser convertida em uma rede segura� pela intro�
du�c�ao do lugar p�k� sendo este lugar entrada da transi�c�ao ti� ondeMp�k� � ��
conforme apresentamos na �gura ����a���

De forma semelhante� a rede da �gura ����b�� tamb�em �e uma rede n�ao�
segura� pois o disparo de um n�umero potencialmente in�nito de ti possibilita
o ac�umulo de um n�umero in�nito de marcas em pk� Para tornar essa rede
segura� criamos o lugar p�k� onde esse lugar �e entrada da transi�c�ao ti e sa��da
da transi�c�ao tj � dado que esta transi�c�ao �e sa��da de pk� Como no caso anterior�
o lugar p�k deve ser mono�marcado� Observe�se que os lugares pk e p�k s�ao
complementares� ou seja� quando h�a uma marca em pk n�ao h�a marca em pk�

e vice�versa�
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Figura ���	 Rede N�ao�Segura

Na �gura ��� apresentamos a uma rede segura obtida a partir da rede
n�ao�segura da �gura ��� pela introdu�c�ao dos lugares duais p��� p

�
�� p

�
� e p��

marcados com uma marca cada� Observe�se que com disparo de t�� a marca
do lugar p�� �e retirada� o que desabilita esta transi�c�ao e deposita uma mar�
ca no lugar p�� A transi�c�ao t� s�o poder�a ser disparada ap�os o disparo da
transi�c�ao t�� pois com o disparo desta� uma marca �e restaurada no lugar
p�� Observe�se� portanto� o comportamento semelhante entre os lugares pi e
seus respectivos lugares duais p�i do modelo�
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����� Liveness

A aus�encia de deadlock impasse� em sistemas est�a fortemente ligada ao
conceito de liveness ��� ����� Nesta se�c�ao� de�niremos o conceito de liveness
em fun�c�ao das possibilidades de disparo de transi�c�oes�

Deadlock tem sido fortemente estudado na ci�encia da computa�c�ao� Para
analisarmos este conceito� observemos a rede de Petri da �gura ����a� onde
representamos dois processos que compartilham dois recursos representados
pelos lugares p� e p�� no entanto se os dois processos precisam desses recursos
em um mesmo momento� o sistema pode entrar em deadlock� As seguintes
seq�u�encias s�ao poss��veis� t�t�t�t�t�t�� t�t�t�t�t�t�� contudo se dispararmos
a transi�c�ao t� e em seguida dispararmos t� n�ao temos marcas sufucientes
para disparar as transi�c�oes t� e
ou t�� ou mesmo qualquer outra transi�c�ao�
�cando todo o sistema bloqueado ou em deadlock� Deadlock em uma rede
Petri �e a impossibilidade do disparo de qualquer transi�c�oes da rede� A rede
da �gura ����b n�ao possui deadlock� dado que n�ao existe uma marca�c�ao que
impossibilite o disparo de uma outra transi�c�ao do modelo�
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Figura ���	 Redes Live e Non�Live

De�ni�c�ao ����� � Transi�c�ao Potencialmente Dispar�avel
 chamamos
uma transi�c	ao ti potencialmente dispar�avel em uma marca�c	ao M� se existe
uma marca�c	ao M � � AR�M�� tal que ti �e habilitada para esta marca�c	ao�

Denominamos uma transi�c�ao ti live em uma marca�c�ao M se ti �e poten�
cialmente dispar�avel para todas as marca�c�oes M � AR�M�� ou seja� uma
transi�c�ao �e live se esta n�ao �e pass��vel de deadlock�

��



De�ni�c�ao ����� � Rede Live
 uma rede N� � R�M�� �e dita live se para
toda Mi � AR�M�� �e poss�vel disparar�se qualquer transi�c	ao de N� atrav�es
do disparo de alguma seq�u�encia de transi�c	oes de LR�M���
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Figura ���	 N��veis de Liveness

Liveness �e uma propriedade fundamental para sistemas encontrados no
mundo real� no entanto muitas vezes �e muito caro observar esta propriedade
em alguns sistemas de grande porte� Assim sendo� h�a uma tend�encia de
relaxarmos esta condi�c�ao e adotarmos n��veis de liveness para as transi�c�oes
e� conseq�uentemente� para as redes ����� Uma transi�c�ao ti de uma rede
N� � R�M�� �e denominada	

�� Morta dead� ou n��vel n��� se esta transi�c�ao nunca poder�a ser dispara�
da em qualquer seq�u�encia de LR�M��� ou seja� se n�ao existe alguma
marca�c�ao M � � AR�M�� tal que M

� habilita ti�

�� N� � live� se pode ser disparada pelo menos uma vez em alguma
seq�u�encia de LR�M���

�� N� � live� se ti pode ser disparada pelo menos k vezes em alguma
seq�u�encia de disparo de LR�M���

�� N��live� se ti aparece um n�umero in�nito de vezes em alguma seq�u�encia
de disparo de LR�M���

�� N��live ou simplesmente live� se ti �e n��live para todas as marca�c�oes
de AR�M���
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Uma rede de Petri N� � R�M�� �e classi�cada como ni�live se todas as
transi�c�oes na rede s�ao ni�live� Observe�se que uma rede n��live� corresponde
�a de�ni�c�ao de rede live apresentada anteriormente� Ressaltamos ainda que
se uma rede �e n��live ent�ao esta rede tamb�em �e n��live que implica ser n��live
e n��live� Obviamente� este princ��pio n�ao se aplica para o n��vel n��

����� Cobertura �Coverability�

A propriedade de coberturacoverability� de uma rede de Petri est�a forte�
mente ligada ao conceito de alcan�cabilidade e de liveness apresentado nas
se�c�oes anteriores�

Quando desejamos saber� por exemplo� se alguma marca�c�aoMi pode ser
obtida a partir de uma marca�c�ao espec���ca M �� temos o problema denomi�
nado cobertura de uma marca�c�ao�

Uma marca�c�ao M � em uma rede �e dita coberta se existe uma marca�c�ao
M �� � M � para cada componente dos vetores M �� e M �� ou seja� o n�umero
de marcas de cada lugar da rede �e M ��pi� �Mpi��

De�ni�c�ao ���� � Cobertura de uma Marca�c�ao
 seja a marca�c	ao M �

em uma rede N� � R�M��� M � �e dita coberta�coverable� se existe uma
marca�c	ao M �� � AR�M�� tal que M

��pi� �Mpi�� �pi � P �

Este conceito �e ligado ao conceito de transi�c�ao potencialmente dispar�avel
N�� live�� Seja M � a marca�c�ao m��nima necess�aria para o disparo da tran�
si�c�ao ti� assim sendo� a transi�c�ao ti s�o ser�a dispar�avelN� � live� se M � for
pass��vel de cobertura coverable��

Em alguns problemas desejamos apenas observar o comportamento de
determinados lugares� Para isto restringimos a pesquisa apenas a estes luga�
res de particular interesse� neste caso� desejamos observar se uma determi�
nada sub�marca�c�ao �e pass��vel de cobertura� Este problema �e chamado por
cobertura de uma submarca�c�aosubmarking coverability��

����� Persist�encia

Uma rede �e dita persistente se� para qualquer par de transi�c�oes habilitadas�
o disparo de uma transi�c�ao n�ao desabilita o disparo da outra transi�c�ao� ou
seja� esta transi�c�ao continua habilitada at�e o seu disparo �����
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De�ni�c�ao ����� � Persist�encia
 seja uma rede marcada N� � R�M���
N� �e dita persistente se para qualquer duas transi�c	oes tj � tl� � T �� existe
M � � AR�M�� tal que M ��tj � e M ��tl � de tal forma que M ��tj �
M �� j M ���tl � e vice�versa�

A no�c�ao de persist�encia �e muito importante quando tratamos de sistemas
paralelos e em circuitos digitais que tenham atividades ass��ncronas� A per�
sist�encia est�a fortemente ligada a subclasse das redes de Petri denominadas
escolha livrefree choice nets�� que apresentamos no cap��tulo anterior�
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Figura ���	 Persist�encia

Vale ressaltar que toda rede da classe grafo marcado �e uma rede persis�
tente �gura ����a�� pois esta subclasse n�ao possui con�ito� Contudo� nem
toda rede persistente �e uma rede grafo marcado� como podemos observar na
�gura ����b� Nessa rede o lugar p� possui duas transi�c�oes de entrada� o que
viola a condi�c�ao para que uma rede seja classi�cado como grafo marcado�
Observe�se� contudo� que este modelo n�ao �e segurosafe�� pois os lugares p�
e p� �gura ����b� podem acumular marcas�

����� Reversibilidade

Em sistemas computacionais muitas das aplica�c�oes t�em a propriedade do
retorno ao estado inicial ou mesmo a algum grupo de estados �����

��



Inicialmente� de�nimos uma rede como revers�vel se para cada marca�c�ao
Mi no conjunto das marca�c�oes acess��veis a marca�c�ao inicial pode ser nova�
mente alcan�cada� No entanto� em muitas aplica�c�oes n�ao desejamos observar
se a marca�c�ao inicial foi obtida� mas sim se alguma outra marca�c�ao espec���ca
foi alcan�cada� Desta forma� enfraquecemos a condi�c�ao de reversibilidade� ob�
servando agora o retorno a uma marca�c�ao espec���ca� n�ao necessariamente �a
marca�c�ao inicial�

De�ni�c�ao ������ � Home�State
 seja uma marca�c	ao Mk � AR�M���
Mk �e denominada home�state se Mk �e acess�vel de Mi� para toda Mi �
AR�M���

De�ni�c�ao ������ � Reversibilidade
 uma rede de Petri marcada N� �
R�M�� �e revers�vel se existir uma marca�c	ao Mk acess�vel de Mi� �Mi �
AR�M���

Na �gura ���� apresentamos duas redes revers��veis a e b� e uma irre�
vers��vel� Note�se� contudo� que os modelos da �gura �����a e da �gura �����b
mesmo sendo revers��veis n�ao possuem liveness� ou seja� �e poss��vel retornar
ao home state� no entanto algumas transi�c�oes n�ao podem ser disparadas�
Na �gura �����a a transi�c�ao tj nunca ser�a disparada� o mesmo ocorre com
a transi�c�ao tk da �gura �����b� As redes das �gura �����c e da �gura ����b
s�ao live� contudo irrevers��veis� dado que os lugares pi e p�� respectivamente�
acumulam marcas� de forma que impossibilitam o retorno ao home state� A
�gura ����a �e live e revers��vel�

����� Justi�ca �Fairness�

Embora existam diferentes pontos de vista sobre o signi�cado justi�ca fair�
ness� no contexto dos sistemas concorrentes� aqui apresentamos os dois prin�
cipais conceitos�

Inicialmente� tratamos sobre justi�ca limitada bounded�fairness� ou B�
fair�� Segundo este ponto de vista� duas transi�c�oes ti e tj s�ao classi�cadas
como B�fair� se o n�umero de vezes que uma delas dispara� enquanto a outra
n�ao dispara� �e limitado�

De�ni�c�ao ������ � Rede com Justi�ca Limitada
 seja uma rede marcada
N � R�M��� N �e dita B�fair se para todo par de transi�c	oes ti� tj� � T ��
onde i 
� j� s	ao B�fair�
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Figura ����	 Reversibilidade

Na �gura ���� temos uma rede B�fair� pois para cada disparo da transi�c�ao
t� dispara�se uma vez a transi�c�ao t� e vice�versa� A mesma rela�c�ao vale entre
as transi�c�oes t� e t�� Observamos tamb�em que se tomarmos os pares de
transi�c�oes	 t�� t��� t�� t��� t�� t�� e t�� t�� disparamos t� ou t� duas vezes
para cada disparo de t� ou t�� portanto veri�camos que todas os pares de
transi�c�oes desta redes s�ao B�fair�
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Figura ����	 Bounded Fairness

Um outro conceito �e conhecido como justi�cafairness� incondicional ou
global�� Sob este ponto de vista� uma seq�u�encia de transi�c�oes s� �e classi�cada
como fair incondicional se essa seq�u�encia �e �nita ou se todas as transi�c�oes
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da rede aparecem um n�umero in�nito de vezes nessa seq�u�encia�

De�ni�c�ao ������ � Rede Fair Incondicional
 seja uma rede marcada
N � R�M�� e si uma seq�u�encia dispar�avel de transi�c	oes� N �e dita Fair
incondicional se para toda seq�u�encia si a partir de Mi � AR�M�� �e Fair
incondicional

t t
0 1

Figura ����	 Fairness Incondicional

Na �gura ���� temos uma rede fair incondicional� dado que as transi�c�oes
que comp�oem esta rede t� e t�� aparecem um n�umero ilimitado de vezes na
�unica seq�u�encia de dispar�avel de transi�c�oes t�� t�� t�� t�� t�� t�� �����

Tendo apresentado as propriedades comportamentais� na se�c�ao seguinte
apresentaremos algumas propriedades estruturais das redes de Petri� ou seja
propriedades que re�etem apenas caracter��sticas da estrutura dos modelos�
n�ao sendo in�uenciadas pela marca�c�ao�

��� Propriedades Estruturais

Muitas vezes estamos interessados em observar propriedades que est�ao ape�
nas relacionadas com a estrutura dos modelos� As propriedades estruturais
s�ao aquelas que re�etem caracter��sticas independentes da marca�c�ao�

Desde que as redes sejam puras� a estrutura da rede pode ser representada
pela matriz de incid�encia� Nesta se�c�ao� consideramos todas as redes como
puras vimos na se�c�ao ��� que podemos transformar uma rede com self�
loops numa rede pura�� Ser�ao vistos os conceitos de limita�c�ao estrutural�
conserva�c�ao� repetitividade e consist�encia�
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����� Limita�c�ao Estrutural

Uma rede de Petri R � P� T� I�O�K� �e classi�cada como estruturalmente
limitadastructural bounded� se �e limitada para qualquer marca�c�ao inicial�

Teorema ����� Uma rede de Petri R � P� T� I� O�K� �e estruturalmen�
te limitada se� e somente se� existe um vetor de inteiros positivos W com
dimens	ao �P tal que W�C � ��

Seja uma marca�c�ao M � AR�M��� de modo que� multiplicando�se o
vetor W pela equa�c�ao fundamental das redes de Petri� temos	

W�M � W�M� !W�C�s

Sendo W�C � � e s � �� temos	

W�M � W�M�

Ent�ao a marca�c�ao de cada lugar da rede �e limitada a

Mp� � W�M���W p�

onde W p� �e p��esimo componente do vetor W �

����� Conserva�c�ao

A conserva�c	ao �e uma importante propriedade das redes de Petri permitindo�
por exemplo� a veri�ca�c�ao da n�ao�destrui�c�ao de recursos atrav�es da simples
conserva�c�ao de marcas ���� �����

Na �gura ���� apresentamos uma rede na qual observamos esta proprie�
dade� O disparo de qualquer transi�c�ao desta rede n�ao altera o n�umero de
marcas� ou seja� recursos n�ao s�ao criados nem destru��dos�

De�ni�c�ao ����� � Rede Estritamente Conservativa
 Seja uma rede
marcada N � R�M��� N �e dita estritamente conservativa se temos "Mipk�
� "M�pk�� �pk � P� �Mi � AR�M���
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Figura ����	 Estritamente Conservativa

Para que esta propriedade seja observada� �e necess�ario que �Itj� �
�Otj�� pois redes com esta estrutura n�ao possibilitam altera�c�ao do n�umero
de marcas da rede�

Na rede da �gura ���� apresentamos duas linhas de montagem que com�
partilham duas m�aquinas� representadas pelas marcas no lugar p�� A linha
de montagem A ao iniciar suas opera�c�oes� requisita as duas m�aquinas ob�
servar o peso do arco entre p� e t��� Caso essas duas m�aquinas n�ao estejam
dispon��veis� a linha de montagem aguardar�a at�e que esta condi�c�ao seja sa�
tisfeita� Ao encerrar suas tarefas� as m�aquinas s�ao liberadas� A linha B� no
entanto� solicita apenas uma m�aquina� pois o peso do arco entre p� e t� �e
�� De forma semelhante �a linha A� quando a linha de montagem B encerra
suas opera�c�oes� esta libera a m�aquina requisitada�

Esta rede n�ao pode ser classi�cada como uma rede estritamente conser�
vativa� pois o n�umero de marcas da rede �e alterado quando disparamos as
transi�c�oes� Por exemplo� ao dispararmos a transi�c�ao t� as marcas dos lugares
p� e p� s�ao consumidas e �e produzida apenas uma marca no lugar p�� Con�
tudo� �e poss��vel transformar essa rede numa rede estritamente conservativa�
atrav�es da altera�c�ao dos valores dos arcos da rede� de forma que a restri�c�ao
acima �Itj� � �Otj�� seja verdadeira� Na �gura �����b apresentamos a
rede da �gura �����a transformada para atender a esta restri�c�ao� Isto signi��
ca que o n�umero de arcos de sa��da de t� e t�� respectivamente �e alterado para
� e �� assim como os arcos de entrada de t� e t� para � e �� respectivamente�

A conserva�c	ao nas redes de Petri n�ao se restringe� contudo� �a manuten�c�ao
de um somat�orio de marcas da rede ser constante� Como vimos anteriormen�
te� dependendo da estrutura da rede� podemos converter uma rede que n�ao
seja estritamente conservativa numa rede estritamenta conservativa� Redes
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Figura ����	 Conserva�c�ao

com estas caracter��sticas� ou seja� que podem ser transformadas em redes
estritamente conservativas� s�ao denominadas conservativas� Uma marca em
um lugar pode representar diversos recursos que pode ser usado posterior�
mente para criar diversas marcas atrav�es do disparo de transi�c�oes� O que
temos de fato �e um somat�orio ponderado constante� Associamos a cada lu�
gar da rede um peso valor inteiro�� Este peso �e multiplicado pelo n�umero
de marcas de cada lugar e ent�ao somado� este somat�orio deve permanecer
constante� S�ao associados pesos zero a lugares que n�ao s�ao importantes�
Dado que todas as redes s�ao conservativas� se os pesos associados a todos
lugares da rede forem zero� esta evid�encia n�ao nos fornece informa�c�ao rele�
vante� Desta forma� uma rede �e dita conservativa se esta �e conservativa para
algum vetor de peso de inteiros positivos�

De�ni�c�ao ����� � Rede Conservativa
 uma rede marcada N � R�M��
�e dita conservativa com rela�c	ao a um vetor de pesos W � w�� w�� ���� wn��
se "wi�Mkpi� � "wi�M�pi�� onde n � �P e wi �e um inteiro positivo�
�pi � P e �Mk � AR�M���

O teorema C����� no ap�endice C� mostra que uma rede �e conservativa se�
e somente se� existe um vetor caracter��stico W de inteiros positivos tal que
C �W � ��

Como vimos� a rede da �gura �����a n�ao �e uma rede estritamente con�
servativa� contudo esta rede �e conservativa para um vetor de pesos W �
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�� �� �� �� ��� pois a soma ponderada permanece constante para qualquer dis�
paro de transi�c�ao  "wi�Mkpi� � �� �Mk � AR�M���� Observe�se que
uma rede estritamente conservativa �e uma particulariza�c�ao das redes con�
servativas� onde o peso associado a cada lugar �e ��
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Figura ����	 Rede n�ao Conservativa

A rede da �gura ���� �e uma rede n�ao�conservativa� pois n�ao h�a um vetor
de pesos com valores inteiros positivos que satisfa�ca a propriedade de conser�
va�c�ao� Atrav�es do vetor W � �� �� �� �� �� obtemos um somat�orio constante
de marcas� para isso� no entanto� associamos ao lugar p� um peso �� o que
vai de encontro �a de�ni�c�ao de rede conservativa� Dizemos contudo que esta
rede tem componentes conservativos dado que este vetor �e uma solu�c�ao� ou
ainda que esta rede �e parcialmente conservativa�

De�ni�c�ao ����� � Rede Parcialmente Conservativa
 uma rede marca�
da N � R�M�� �e dita parcialmente conservativa com rela�c	ao a um vetor de
pesos W � w�� w�� ���� wn�� para um W 
� �� onde n � �P e wi �e um inteiro
n	ao�negativo� se "wi�Mkpi� � "wi�M�pi�� �pi � P e �Mk � AR�M���

O teorema C����� no ap�endice C� mostra que uma rede �e parcialmente
conservativa se� e somente se� existe um vetor caracter��stico W de inteiros
n�ao�negativos tal que C �W � � e W 
� ��

Na rede que apresentamos na �gura ����� veri�camos a presen�ca de com�
ponentes conservativos parcialmente conservativa�� Note�se que nos lugares
p�� p� e p�� p� o n�umero de marcas pemanece constante�

O conservacionismo de uma rede indica a necessidade de recursos� Por
exemplo� se utilizarmos uma rede de Petri para moldar o comportamento de
um programa� se a rede for conservativa� sabemos que o programa necessita
de espa�co constante para a sua execu�c�ao�
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����� Repetitividade

Uma rede marcada �e classi�cada como repetitiva se para uma marca�c�ao e uma
seq�u�encia de transi�c�oes dispar�aveis� para esta marca�c�ao� todas as transi�c�oes
da rede s�ao disparadas ilimitadamente�

De�ni�c�ao ����	 � Rede Repetitiva
 seja N � R�M�� uma rede marcada
e s uma seq�u�encia de transi�c	oes� N �e dita repetitiva se existe uma seq�u�encia
s tal que M��s � Mi e toda ti � T dispara um n�umero in�nito de vezes em
s�

O teorema C����� no ap�endice C� mostra que uma rede �e repetitiva se� e
somente se� existe um vetor caracter��stico s de inteiros positivos C�s � � e
s 
� ��

Suponha que existe um vetor s onde cada componente deste vetor �e um
inteiro positivo� tal que Mi �M� � C�s � � isto signi�ca que a seq�u�encia s
pode ser repetida inde�nidamente�
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Figura ����	 Repetitividade

A �gura �����a apresenta uma rede repetitiva� Observe�se que quando
disparamos a transi�c�ao t� geramos duas marcas� uma no lugar p� e uma no
lugar p�� o que possibilita o disparo das demais transi�c�oes� Se dispararmos a
transi�c�ao t� e a transi�c�ao t� o lugar p� aumentar�a sua marca�c�ao com rela�c�ao
a sua marca�c�ao inicial�
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De�ni�c�ao ����� � Rede Parcialmente Repetitiva
 seja N � R�M��
uma rede marcada e s uma seq�u�encia de transi�c	oes� N �e dita parcialmente
repetitiva se existe uma seq�u�encia s tal que M��s � Mi e algumas transi�c	oes
ti disparam um n�umero in�nito de vezes em s�

O teoremaC����� no ap�endice C� mostra que uma rede �e parcialmente
repetitiva se� e somente se� existe um vetor s n�ao�nulo� cujos componentes
s�ao n�umeros naturais e C�s � ��

Na �gura �����b apresentamos uma rede parcialmente repetitiva� Nes�
sa rede� as transi�c�oes t�� t� e t� podem ser disparadas inde�nidamente� no
entanto a transi�c�ao t� s�o pode ser disparada uma vez�

����� Consist�encia

Uma rede de Petri tem a propriedade de consist�encia se disparando uma
seq�u�encia de transi�c�oes a partir de uma marca�c�ao inicial M� retorna�se a
M�� por�em todas as transi�c�oes da rede s�ao disparadas pelo menos uma vez�

De�ni�c�ao ����� � Consist�encia
 seja N � R�M�� uma rede marcada e
s uma seq�u�encia de transi�c	oes� N �e dita consistente se M��s � M� e toda
transi�c	ao ti dispara ao menos uma vezes em s�

O teoremaC����� no ap�endice C� mostra que uma rede �e consistente se� e
somente se� existe um vetor s n�ao�nulo de inteiros positivos tal que C�s � ��

Suponhamos que existe um vetor caracter��stico s de inteiros positivos�
tal que ao disparar�se uma seq�u�encia de transi�c�oes retorna�se �a marca�c�ao
inicial M� � M� ! C�s � �� isso signi�ca que a seq�u�encia pode ser repetida�

De�ni�c�ao ����� � Consist�encia Parcial
 seja N � R�M�� uma rede
marcada e s uma seq�u�encia de transi�c	oes� N �e dita parcialmente consistente
se M��s � M� e alguma ti � T dispara ao menos uma vez em s�

O teorema C����� no ap�endice C� mostra que uma rede �e parcialmente
consistente se� e somente se� existe um vetor s n�ao�nulo de naturais tal que
C�s � ��
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��� An�alise das Redes de Petri

Na se�c�ao� anterior apresentamos as propriedade estruturais relacionadas �as
redes de Petri� Dedicamos esta se�c�ao ao estudo dos m�etodos de an�alise ����
��� ��� das redes de Petri� Esses m�etodos ser�ao utilizados para a veri�ca�c�ao
das propriedades apresentadas anteriormente� Os m�etodos de an�alise das
redes de Petri podem ser classi�cados em tr�es grupos	 an�alise baseada na
�arvore de cobertura� os m�etodos baseados na equa�c�ao fundamental das redes
de Petri e as t�ecnicas de redu�c�ao�

����� 
Arvore de Cobertura

O m�etodo de an�alise denominado �Arvore de cobertura baseia�se na cons�
tru�c�ao de uma �arvore que possibilite a representa�c�ao de todas as poss��veis
marca�c�oes de uma rede�

Para uma dada rede de Petri� com uma marca�c�ao inicial� �e poss��vel ob�
termos diversas marca�c�oes para um grande n�umero de transi�c�oes potencial�
mente habilitadas ����� Essas marca�c�oes podem ser representadas por uma
�arvore� onde os n�os s�ao as marca�c�oes e os arcos as transi�c�oes disparadas�
Algumas propriedades� tais como limita�c�ao boundedness�� seguran�ca safe�
ness�� transi�c�ao morta dead� e alcan�cabilidade de marca�c�oes ����� podem
ser analisadas atrav�es da �arvore de cobertura�

A �arvore de cobertura �e um gr�a�co utilizado para representar �nitamente
um n�umero in�nito de marca�c�oes� Para possibilitar a representa�c�ao �nita das
marca�c�oes� atrav�es da �arvore� utilizamos o s��mbolo especial �� apresentado
na se�c�ao ����

De�ni�c�ao ����� � �Arvore de Cobertura
 seja uma rede de Petri marcada
N � P� T� I� O�K�M��� De�ne�se �arvore de cobertura pelo par AC � S�A��
onde S representa as marca�c	oes e A os arcos rotulados por tj � T �

A �arvore de cobertura pode ser constru��da seguindo�se o algoritmo abai�
xo	

�� Rotule a marca�c�ao inicial M� como a raiz e descrimine�a como nova�

�� Enquanto houver marca�c�oes novas� fa�ca	
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� Selecione uma nova marca�c�ao M�

� Se M �e id�entica a uma marca�c�ao no caminho desde a raiz at�e
M� ent�ao rotule�a como antiga e selecione uma nova marca�c�ao�

� Se nenhuma transi�c�ao est�a habilitada para M� rotule�a esta mar�
ca�c�ao como �nal�

� Enquanto houver transi�c�ao habilitada para M� fa�ca o seguinte
para cada transi�c�ao habilitada	

� Obtenha a nova marca�c�ao M � que resulta do disparo de uma
transi�c�ao t habilitada para M�

� Se no caminho da raiz para a marca�c�ao M existe uma mar�
ca�c�ao M �� tal que para todo lugar p � P M �p� � M ��p� e
M � 
� M �� M �� �e acess��vel de M �� ent�ao substitui�se M �p�
por � para cada p tal que M �p� � M ��p��

� Introduza M � como um n�o e crie um arco rotulado com t de
M para M � e rotule a marca�c�ao M � como nova�

Para uma rede de Petri limitada� a �arvore de cobertura �e denominada
�arvore de alcan�cabilidade� dado que esta cont�em todas as poss��veis marca�c�oes
da rede� A �gura �����b mostra a �arvore de cobertura para a rede Ri�
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Figura ����	 �Arvore de Cobertura

Uma outra poss��vel representa�c�ao �nita das marca�c�oes acess��veis pode
ser obtida atrav�es do grafo de cobertura ����
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Figura ����	 Grafo de Cobertura

De�ni�c�ao ����� � Grafo de Cobertura
 seja uma rede de Petri marcada
N � P� T� I� O�K�M��� de�ne�se grafo de cobertura pelo par GC � S�A��
onde S representa o conjunto de todos n�os na �arvore de cobertura e A os arcos
rotulados por tj � T representando todas os poss�veis disparos de transi�c	ao
tal que Mi�tk � Mj� onde Mi�Mj � S�

Se a rede �e limitada o grafo de cobertura �e denominado de grafo de
alcan�cabilidade� Na �gura ���� apresentamos o grafo de cobertura da rede
da �gura �����a�

Podemos observar que essa rede n�ao �e uma rede bounded� dado a presen�ca
do s��mbolo � na �arvore de cobertura� no entanto podemos observar que os
lugares p� e p� s�ao lugares segurossafe�� dado que esses n�ao acumulam mais
do que uma marca�

Na �gura �����b temos a �arvore de cobertura da rede da �gura �����a�
Analisando�se a �arvore constatamos que a rede �e segurasafe� e n�ao h�a tran�
si�c�oes mortasdead�� Observe�se tamb�em que esta rede �e revers��vel ao estado
home�

Em redes limitadasbounded� a �arvore de cobertura pode ser denominada
de �arvore de alcan�cabilidade� dado que esta cont�em todas as poss��veis mar�
ca�c�oes acess��veis da rede� o mesmo ocorrendo com o grafo de cobertura ver
�gura ������

Embora� atrav�es desse m�etodo de an�alise� possamos analisar as proprie�
dades de limita�c�aoboundedness�� seguran�casafeness�� conserva�c�ao e pro�
blemas de cobertura de marca�c�oescoverability�� n�ao possibilita a resolu�c�ao
de liveness e alcan�cabilidadereachability� e reversibilidade em redes n�ao�
limitadas� Este problema est�a relacionado �a introdu�c�ao do s��mbolo � que
�e uma informa�c�ao da qual n�ao sabemos o seu real valor� Como podemos
observar atrav�es das redes da �gura ����� essas redes t�em a mesma �arvore de
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Figura ����	 �Arvore de Cobertura � Veri�ca�c�ao de Propriedades
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cobertura� no entanto o lugar p� da rede N� acumula um n�umero de marcas
que �e um inteiro n�ao�negativo m�ultiplo de �� enquanto o mesmo lugar da
rede N� acumula qualquer valor inteiro n�ao�negativo� A �arvore de cobertura
n�ao permite detectarmos essa caracter��stica� dado que o � %mascara esta
informa�c�ao�
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Figura ����	 Problemas com a Alcan�cabilidade

Na �gura ���� temos duas redes que t�em mesma �arvores de cobertura�
por�em a rede da �gura �����a �e live e a da �gura �����b n�ao� pois� se a
seq�u�encia t�t�t� for disparada� o sistema �ca em deadlock�
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Figura ����	 Problemas com Liveness

A �arvore de cobertura n�ao possibilita veri�carmos propriedades de li�
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veness e de alcan�cabilidade em redes gen�ericas com qualquer estrutura e
marca�c�ao�� contudo possibilita a veri�ca�c�ao dessas propriedades em redes
mais restritas ��� ����

����� An
alise Sobre a EFRP

A equa�c�ao fundamental das redes de PetriEFRP� ou equa�c�ao de estados
possibilita a veri�ca�c�ao de diversas propriedades de modelos ���� Nesta se�c�ao�
utiliza�se esta equa�c�ao para analisar a acessibilidade das marca�c�oes� bem
como o n�umero de vezes que cada transi�c�ao tem que ser disparada para
atingir�se essa marca�c�ao� Al�em do processo de an�alise� apresentado nesta
se�c�ao� atrav�es da equa�c�ao fundamental das redes de Petri� s�ao derivados
outros m�etodos para a an�alise de propriedades estruturais� tais como an�alise
dos invariantes de transi�c�ao e de lugar� que ser�ao apresentados nas se�c�oes
seguintes�

A equa�c�ao fundamental das redes de Petri prov�e meios para veri�car a
acessibilidade �as marca�c�oes� Nesta se�c�ao� assumiremos que as redes estu�
dadas s�ao redes puras ou mesmo transformadas em redes puras atrav�es da
inser�c�ao de lugares duais visando formar pares dummy� dado que a matriz
de incid�encia n�ao representa a estrutura de redes impuras�

Como visto na se�c�ao ���� a equa�c�ao fundamental possibilita a repre�
senta�c�ao de aspectos comportamentais da rede� pois descreve a inser�c�ao e
remo�c�ao de marcas nos lugares� conforme o disparo das transi�c�oes�

A Equa�c�ao Fundamental das Redes de Petri �e

M �p� � M�p� ! C�st� �p � P

onde s �e o vetor caracter��stico cujos componentes si s�ao naturais e represen�
tam o n�umero de vezes que cada transi�c�ao ti foi disparada para obter�se a
marca�c�ao M �p� a partir de M�p��

Essa t�ecnica de an�alise tem sido utilizada para a veri�ca�c�ao de problemas
de alca�cabilidade� ou seja� podemos veri�car se uma determinada marca�c�ao
Mk �e acess��vel a partir de M��

Na �gura ���� apresentamos uma rede em que faremos a veri�ca�c�ao da a�
cessibilidade da marca�c�aoM � � �� �� �� �� �� �� �� a partir da marca�c�ao inicial
apresentada�

A estrutura da rede atrav�es da matriz de incid�encia C �e apresentada
como	
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A solu�c�ao para o sistema matricial da �gura ���� �e

s � s�� s�� � ! s�� s�� s� � �� s���

Se considerarmos s� � � e s� � �� teremos s � �� �� �� �� �� �� como
solu�c�ao do problema� Esta solu�c�ao signi�ca que com um disparo de t�� t�
e t� obteremos a marca�c�ao M �� partindo�se da marca�c�ao M�� ou seja� esta
marca�c�ao �e alcan�c�avel a partir de M�� Observe�se� contudo� que a marca�c�ao
M � pode ser alcan�c�avel em outras rela�c�oes de disparo de transi�c�oes�

Esta t�ecnica de an�alise tem sido muito utilizada no processo de valida�c�ao�
embora n�ao seja poss��vel obter a seq�u�encia de disparo das transi�c�oes� Ainda
�e poss��vel a obten�c�ao de resultados que n�ao representam o comportamento do
sistema� Por exemplo� a rede da �gura ����� A solu�c�ao do sistema matricial
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�e s � �� ��� Isto signi�ca que com um disparo de t� e t� obtemos a marca�c�ao
�nal M � � �� �� �� ���� Contudo isto n�ao �e verdade� dado que as transi�c�oes
t� e t� n�ao est�ao habilitadas para a marca�c�ao inicial apresentada�

����� Invariantes de Transi�c�ao

Nesta se�c�ao� apresentamos um m�etodo de an�alise que veri�ca a exist�encia e
fornece componentes repetitivos estacion�arios ���� nos modelos�

Se em uma rede �e poss��vel� a partir de uma marca�c�ao M �� dispararmos
cada transi�c�ao ni vezes e retornarmos a marca�c�ao inicial M �� ou seja� a mar�
ca�c�ao obtida ap�os o disparo da seq�u�encia de transi�c�oes �� �e a marca�c�ao de
partida M � � M� ! C�s�� dizemos que esta rede tem componentes repeti�
tivos estacion�arios� onde estes componentes correspondem a comportamen�
tos c��clicos da rede� Os componentes repetitivos estacion�arios s�ao obtidos
solucionando�se o sistema C�s� Dizemos que o vetor caracter��stico encontra�
do s � � �e o invariante de transi�c�ao It T�invariante�� ou seja� um invariante
de transi�c�ao �e um vetor de dimens�ao igual ao n�umero de transi�c�oes na re�
de� onde cada componente deste vetor corresponde ao n�umero de vezes que
cada transi�c�ao deve ser disparada� Cada invariante fornece um conjunto de
transi�c�oes que� quando disparadas� n�ao alteram a marca�c�ao da rede�

��



De�ni�c�ao ����� � Invariante de Transi�c�ao
 seja um vetor It � � de
inteiros n	ao negativos� It �e chamado invariante de transi�c	ao de uma rede
de Petri se e somente se C�It � ��

Se It� e It� s�ao invariantes de uma rede R� ent�ao It�! It� e k�It� k � N�
tamb�em s�ao invariantes de R ����

A seguir� apresentamos o c�alculo dos invariantes de transi�c�ao da rede
da �gura ����� Ao solucionarmos o sistema de equa�c�oes C�ITt � � obtemos
como resultado s� � s� � s� e s� � s� � s�� onde I

T
t �e o vetor It transposto�

Desta forma� para s� � � e s� � � temos o invariante It� � �� �� �� �� �� ���
Se �zermos s� � � e s� � � temos um outro invariante It� � �� �� �� �� �� ���
A soma desses invariantes tamb�em nos fornece um outro invariante de tran�
si�c�ao� ou seja� It � It� ! It� � �� �� �� �� �� ��� Observe�se que para um dada
marca�c�ao que habilita essas transi�c�oes� o disparo dessa transi�c�oes conforme
o invariante garante o retorno a marca�c�ao atual� ou seja� o disparo desta
transi�c�oes n�ao altera a marca�c�ao original da rede�

Atrav�es do c�alculo dos invariantes de transi�c�ao �e poss��vel veri�car a e�
xist�encia dos componentes repetitivos estacion�arios� bem como veri�car a
consist�encia parcial ou completa de uma rede� A rede analisada nesta se�c�ao
�e uma rede completamente consistente� pois existe um invariante de inteiros
n�ao�negativos� que prova que ao disparar�se todas as transi�c�oes dessa rede
uma vez� segundo alguma seq�u�encia� retornamos �a marca�c�ao inicial�

����� Invariantes de Lugar

Nesta se�c�ao� apresentamos um m�etodo de an�alise baseado na equa�c�ao fun�
damental das redes de Petri que nos fornece os componentes conservativos
do sistema ����� sem a necessidade da observa�c�ao exaustiva da �arvore de
cobertura�

A obten�c�ao dos invariantes de lugar de uma rede prov�e o que �e denomi�
nado por componentes conservativos do modelo� Esses componentes est�ao
associados ao conjunto de lugares em que a soma ponderada de marcas� des�
ses lugares� permanece constante� quando do disparo de uma seq�u�encia de
transi�c�oes� Como vimos na se�c�ao ������ uma rede �e conservativa se a soma
ponderada de marcas dessa rede n�ao �e alterada para qualquer seq�u�encia de
disparo poss��vel�

Se em uma rede h�a componentes conservativos� existe uma soma pondera�
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da das marcas dos lugares associados de tal forma que esta soma �e constante�
A pondera�c�ao �e fornecida por um vetor de pesos Ip � w�� w�� ���� wn�� onde
wi �e o peso relativo a cada lugar da rede� Tratamos de soma ponderada e
n�ao simplesmente de uma soma das marcas dos lugares associados� porque o
disparo de uma transi�c�ao pode gerar mais ou menos marcas do que o n�umero
previamente existente� sem contudo comprometer a conserva�c�ao�

w��Mp�� ! w��Mp�� ! ���! wn�Mpn� � S

onde S �e um valor constante� Desta forma podemos escrever	

"wi�Mpi� � S� onde wi � � e i � �� �� ���� n

Se em uma rede �e poss��vel� a partir de uma marca�c�ao M�� alcan�carmos uma
marca�c�ao M � de tal forma que a soma ponderada de marcas �e constante�
temos que	

ITp �M� � ITp �M
�

Da equa�c�ao fundamental das redes de Petri temos	

M � � M� ! C�st

�a esquerda por ITp obtemos	

ITp �M
� � ITp �M� ! ITp �C�s

sendo a rede conservativa temos

ITp �M� � ITp �M� ! ITp �C�s

logo

ITp �C�s � ��

��



Como sabemos que s 
� �� portanto

ITp �C � ��

O vetor ITp � um vetor que tem como dimens�ao o n�umero de lugares� de
invariante de lugar ou P�invariante�

De�ni�c�ao ����	 � Invariante de Lugar
 seja um vetor ITp de inteiros

n	ao�negativos� ITp �e chamado invariante de lugar de uma rede de Petri se e

somente se ITp �C � ��

A seguir� apresentamos o c�alculo dos invariantes de lugar da rede da
�gura ����� Ao solucionarmos o sistema de equa�c�oes ITp �C � � obtemos
como resultado Ip � w�� ��w�� w�� w� ! w�� w�� w�� w��� Se �zermos w� � �
e w� � � teremos Ip � �� �� �� �� �� �� ��� Este resultado nos mostra que a
rede analisada �e conservativa�

����� Invariantes por Justaposi�c�ao e por Concatena�c�ao

Nesta se�c�ao� apresentamos um m�etodo para a obten�c�ao de invariantes de
uma rede formada de sub�redes� Os invariantes da rede global podem ser
obtidos diretamente dos invariantes desta sub�redes� sem a necessidade do
c�alculo de matrizes de grandes dimens�oes ���� ����

A t�ecnica de composi�c�ao de matrizes �e realizada atrav�es da fus�ao de
transi�c�oes ou lugares das sub�redes� A t�ecnica utilizada para a obten�c�ao
dos invariantes possibilita tanto a conserva�c�ao dos invariantes das sub�redes�
quanto a obten�c�ao de novos invariantes no modelo global�

Utilizaremos aqui a denomina�c�ao elemento de uma rede associada aos
lugares ou transi�c�oes da rede� A t�ecnica de fus�ao de elementos de sub�redes
possibilita uma forma sistem�atica para a constru�c�ao de redes de grandes
dimens�oes�

Na �gura ���� apresentamos a fus�ao de elementos de sub�redes de forma a
obtermos redes de maiores dimens�oes� Sejam duas redesR� � P�� T�� I�� O�� K�
e R� � P�� T�� I�� O�� K�� cujas matrizes de incid�encia s�ao C� � O� � I� e
C� � O��I�� respectivamente� Seja R a rede obtida pela a fus�ao dos �ultimos
k lugares de R� e os primeiros k lugares de R�� A matriz de incid�encia da
rede R �e apresentada a seguir	
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Figura ����	 Fus�ao de Elementos
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c���� ��� cn��� � ��� �
� � � � � �
� � � � � �

� � � � � �

cm�k� ��� cn�m�k� � ��� �

c��m�k��� ��� cn�m�k��
� c���� ���� ch���

� � � � �

� � � � �
� � � � �

c��m� ��� cn�m� c��k� ���� ch�k�

� ��� � c
��k��
� ��� c

h�k��
�

� � � � � �
� � � � � �

� � � � � �

� ��� � c��q� ��� ch�q�

�������������������������������������

p��
�
�

�

pm�k��
� � p��

�
�

�
pm� � p

k
�

�

�
�
pq�

Sendo ITt � s��� ���� s
n
� � s

�
�� ���� s

h
�� e solucionando o sistema de equa�c�oes ge�

��



rado de C�ITt � �� obtemos os invariantes de transi�c�ao da rede� que podemos
analisar conforme mostrado a seguir	

c��i� �s�� ! ���! cn�i� �sn� � �

para i � �� ���� m� k�

c��i� �s�� ! ���! cn�i� �sn� ! c��i� �s�� ! ����! ch�i� �sh� � �

para i � m� k ! �� ���� m�

e
c
��i
� �s�� ! ���! c

h�i
� �sh� � �

para i � k ! �� ���� q�

Observamos� desta forma� que os invariantes da rede R� s�ao solu�c�oes de

c��i� �s�� ! ���! cn�i� �sn� � �

para i � �� ���� m� k e

c��i� �s�� ! ���! cn�i� �sn� ! c��i� �s�� ! ����! ch�i� �sh� � �

para i � m�k!�� ���� m desde que s��� ���s
h
� sejam zero� De forma semelhante�

tamb�em observamos que os invariantes de R� s�ao solu�c�oes de

c
��i
� �s�� ! ���! c

n�i
� �sn� ! c

��i
� �s�� ! ����! c

h�i
� �sh� � �

para i � k ! �� ���� q� desde que s��� ���� s�n sejam zero� Isto signi�ca que
os invariantes de transi�c�ao de R podem ser obtidos pela concatena�c�ao dos
invariantes de transi�c�ao de R� e de R��

Observando ainda o problema de fus�ao de k lugares de sub�redes� consi�
deramos a resolu�c�ao do sistema de equa�c�oes Ip�C � �� para a obten�c�ao dos
invariantes de lugar da rede R� constru��da pela composi�c�ao das sub�redes
R� e R�� Sendo ITp � w�

�� ���� w
m�k
� � w�

�� ���� w
q
��� onde wm�k�i

� � wi
� para

i � �� ���� k� temos como solu�c�ao deste sistema de equa�c�oes	
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ci��� �w�
� ! ���! ci�m� �wm

� � �

para i � �� ���� n e

ci��� �w�
� ! ���! ci�q� �wq

� � �

para i �m � k ! �� ���� q�

Veri�camos que c
i��
� �w�

�! ���! c
i�m
� �wm

� � � para i � �� ���� n tem o n�umero
de equa�c�oes igual ao n�umero de lugares de R�� assim como ci��� �w�

� ! ��� !
ci�q� �wq

� � � para i � m � k ! �� ���� q tem o n�umero de equa�c�oes igual ao
n�umero de lugares de R� e que os k lugares de cada rede fundidos� in�uen�
ciam em todas as equa�c�oes do sistema� Desta forma� s�o ser�ao invariantes da
rede global� os invariantes das sub�redes� desde que os componentes corres�
pondentes aos elementos fundidos desses invariantes de cada sub�rede sejam
id�enticos� ou seja� wm�k�i

� � wm�k�i
� para i � �� ���� k�� Assim� temos	

� se wm�k�i
� � � e
ou wm�k�i

� � � para i � �� ���� k todos os invariantes
de R� e
ou de R� ser�ao invariantes de R�

� se w�m�k�i � w�m�k�i 
� � para i � �� ���� k todos os invariantes de
R� e
ou de R� ser�ao invariantes de R�

� se w�m�k�i 
� w�m�k�i 
� � para i � �� ���� k� ent�ao �e necess�ario encon�
trarmos um invariante de R� e de R� tal que a solu�c�ao para a inc�ognitas
fundidas sejam id�enticas� para construirmos o invariante de R por jus�
taposi�c�ao destes invariantes� Se n�ao for encontrada tal solu�c�ao� os
invariantes das sub�redes n�ao ser�ao invariantes da rede global�

Resultados semelhantes s�ao obtidos se analisarmos este problema atrav�es
da fus�ao de transi�c�oes das sub�redes� pois lugares e transi�c�oes podem ser
vistos como elementos duais�

Algumas propriedades que sintetizam o processo de obten�c�ao dos inva�
riantes de uma rede R� obtida pela composi�c�ao de sub�redes� s�ao apresenta�
dos a seguir	

� Propriedade �	 Todos os invariantes de elemento dual lugar ou tran�
si�c�ao� de R� e de R� s�ao invariantes de elemento dual de R� Estes
invariantes s�ao obtidos por concatena�c�ao� �E poss��vel o aparecimento
de novos invariantes�
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� Propriedade �	 Todos os invariantes de elemento de R� e de R�� onde
os valores das inc�ognitas associadas aos elementos fundidos s�ao zero�
ser�ao invariantes de elemento de R� Estes invariantes s�ao obtidos pela
justaposi�c�ao dos invariantes das sub�redes R� e R��

� Propriedade �	 Se existe um invariante de R� e um invariante de R�

tal que os pesos associados aos elementos fundidos sejam iguais� ent�ao
a justaposi�c�ao desses invariantes �e invariante de R� �E poss��vel o desa�
parecimento de invariantes de R� e R� em R�

p
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p
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3

t 0

t 1

pt 62
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3 t 4
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Figura ����	 Sub�redes R� e R�

Na �gura ���� temos as rede R�� a rede R� e suas respectivas matrizes
de incid�encias s�ao apresentadas a seguir	

t� t�

C� �

�������
�� �
� ��
�� �

�������
p�
p�
p�

Os invariantes de transi�c�ao podem ser obtidos solucionando�se os siste�
mas de equa�c�oes C��I

��

t � � e C��I
��

t � �� representados a seguir	

C� �

�������
�� �
� ��
�� �

��������
����� x�x�

����� �
�������
�
�
�

�������
���



C� �

���������

�� � �
� � �
� �� �
� � ��

���������
�

�������
y�
y�
y�

������� �
���������

�
�
�
�

���������
ou sejam�

���
��
�x� ! x� � �
x� � x� � �
�x� ! x� � �

�����
����

�y� ! y� � �
y� � y� � �
y� � y� � �
y� � y� � �

ent�ao x� � x�� Se x� � � isto implica x� � �� portanto I�
�

t � �� �� �e
uma poss��vel solu�c�ao de C��I

��

t � �� De forma semelhante� y� � y� � y��
Fazendo�se y� � �� tem�se que y� � y� � �� Portanto I�

�

t � �� �� �� ser�a uma
poss��vel solu�c�ao de C��I

��

t � ��

A rede da �gura ���� pode ser obtida pela composi�c�ao das sub�redes R�

e R� representadas na �gura ����� atrav�es fus�ao dos lugares p� e p��
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Figura ����	 Rede R
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t �
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�

I
�

t �
�
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t � �� �� �
�
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t �
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I
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t �
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�

t

�

Os invariantes de transi�c�ao de R elemento dual� pois o elemento fundido
foi lugar� pode ser obtido pela concatena�c�ao dos invariantes de transi�c�ao
de R� e R�� conforme a�rmado no in��cio desta se�c�ao� como por exemplo	
I

�

t � �� �� �� �� �� e I
��

t � �� �� �� �� ���

Os invariantes de lugar de R �gura ����� podem ser obtidos pela justa�
posi�c�ao dos invariantes de R� e R� �gura ������ Os invariantes de lugar de
R� e de R� s�ao obtidos solucionando�se os sistemas de equa�c�oes C��I

�
p � �

e C��I
�
p � �� respectivamente� Uma das poss��veis solu�c�oes �e	 I�

�

p � �� �� ��

como invariante de R� e I�
�

p � �� �� �� �� como invariante de R�� Os inva�
riantes de elemento lugaro elemento fundido foi um lugar� da rede R podem
ser obtidos pela justaposi�c�ao dos invariantes das redes que a comp�oem� ou
seja� pelos invariantes de lugar de R� e de R��

p� p� p� p� p� p�

I�
�

p �
�

�� �� �
�

I�
�

p �
�

�� �� �� �
�

I
�

p � J
�
I�

�

p � I�
�

p

�
�
�
�� �� �� �� �� �

�

Observe�se que o peso associado ao elemento fundido p��� nos invariantes
obtidos �e � em I�

�

p e em I�
�

p � Desta forma� conforme a propriedade P� a
justaposi�c�ao desses invariantes fornece um invariante de R�

Um outro invariante de lugar de R� �e I�
��

p � �� �� �� ��� Para efetuarmos

a justaposi�c�ao dos invariantes I�
�

p � �� �� �� e I�
��

p � �� �� �� �� das redes R� e
R�� respectivamente� �e necess�ario multiplicar estes invariantes por n�umeros
inteiros n�ao�negativos� de forma que os valores associados aos elementos
fundidos sejam iguais dois a dois� Representamos os invariantes de lugar de
R� por dois conjuntos de pesos w� e wk� Ip��w�� wk��� onde wk� corresponde
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aos pesos associados aos elementos fundidos e w� aos demais elementos� De
forma semelhante� representamos os invariantes de R� por I�pwk�� w��� Se
w� 
� w� ent�ao �e necess�ario encontrar a� b � N de forma que a�w� � b�w��
Para o exemplo deste par�agrafo� podemos adotar a � � e b � �� pois ��wk� �
��wk�� ou seja I�

��

p � ��I�
�

p � �� �� �� e ��I�
��

p � �� �� �� ��� Observe que em

ambos os invariantes I�
��

p e I�
��

p � os valores associados ao elemento fundido
s�ao iguais� isto torna poss��vel a justaposi�c�ao destes invariantes�

p� p� p� p� p� p��
�� �� �

�
� � � I�

��

p �
�

�� �� �
�

I�
��

p �
�
�� �� �� �

�
I

�

p � J
�
I�

��

p � I�
�

p

�
�
�
�� �� �� �� �� �

�

Caso n�ao seja poss��vel encontrar valores para a e b que possibilitem esta
condi�c�ao� n�ao �e plaus��vel a justaposi�c�ao desses invariantes�

Estes resultados podem ser comprovados� Para isto� podemos calcular
os invariantes da rede R solucionado�se C�Ip � �� onde C �e a estrutura da
rede R�

����� Regras de Redu�c�ao para An
alise

Uma outra t�ecnica muito utilizada na an�alise de propriedades nas redes de
Petri s�ao as regras de redu�c�ao� A an�alise de propriedades em redes de grandes
dimens�oes n�ao �e um problema trivial� portanto m�etodos que possibilitem a
transforma�c�ao de modelos preservando as propriedades dos modelos originais
t�em sido estudados ���� ��� ��� Apresentaremos aqui algumas regras de
redu�c�ao que facilitam a an�alise de grandes sistemas�

A t�ecnica de valida�c�ao por redu�c�ao baseia�se na transforma�c�ao de uma
rede de grandes dimens�oes em uma outra rede mais abstrata� de forma que
propriedades como liveness� limita�c�aoboundedness� e seguran�casafeness�
sejam preservadas no modelo resultante ap�os a transforma�c�ao� Isto �e� u�
ma redu�c�ao �e uma rela�c�ao bin�aria f 	 N � N �� que transforma uma rede
marcada N � R�M�� em uma outra rede marcada� como por exemplo
N � � R��M �

��� preservando as propriedades de liveness� boundedness e safe�
ness� se a rede original possui essas propriedades� A transforma�c�ao reversa�
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ou seja� a transforma�c�ao de modelos abstratos em modelos re�nados� de for�
ma hier�arquica� pode ser utilizada no processo de s��ntese� Estas regras s�ao
denominadas regras de s��ntese�

A seguir apresentamos algumas destas regras de redu�c�ao� que possibili�
tam a transforma�c�ao de redes pela fus�ao de lugares e transi�c�oes e elimina�c�ao
de loops�

�� Fus�ao de Lugares S�erie	

Seja uma rede N � R�M��� onde existe uma transi�c�ao ti com entrada
e sa��da �unicas Iti� � �pj � e Oti� � �pk��� Podemos transformar
N � R�M�� em N � � R��M �

�� pela fus�ao de pj e pk e elimina�c�ao de
ti� Para isto� criamos um novo lugar pj�k� que representa a fus�ao destes
lugares� onde Ipj�k� � Ipj� e Opj�k� � Opk� ver �gura ������

... ... ... ...
tp p

j i k

p
j/k

Figura ����	 Redu�c�oes � Fus�ao de Lugares S�erie

�� Fus�ao de Transi�c�oes S�erie	

Seja uma rede N � R�M��� onde existe um lugar pi com entrada
e sa��da �unicas Ipi� � �tj � e Opi� � �tk��� Podemos transformar
N � R�M�� em N � � R��M �

�� pela fus�ao de tj e tk e elimina�c�ao
de pi� Para isto� criamos uma nova transi�c�ao tj�k � que representa a
fus�ao destas transi�c�oes� onde Itj�k� � Itj� e Otj�k� � Otk� ver
�gura ������

�� Fus�ao de Lugares Paralelos	

Seja uma rede N � R�M��� onde existem dois lugares pi e ph� tal
que Ipi� � Iph� � �tj � e Opi� � Oph� � �tk�� Podemos transformar
N � R�M�� emN � � R��M �

�� pela fus�ao dos lugares pi e ph� Para isto
criamos um novo lugar pj�k� que representa a fus�ao destes lugares� onde
Ipi�h� � Ipi� � Iph�� e Opi�h� � Opi� � Oph� ver �gura ������
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Figura ����	 Redu�c�oes � Fus�ao de Transi�c�oes S�erie
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Figura ����	 Redu�c�oes � Fus�ao de Lugares Paralelos

�� Fus�ao de Transi�c�oes Paralelas	

Seja uma rede N � R�M��� onde existem duas transi�c�oes ti e th� tal
que Iti� � Ith� � �pj � e Oti� � Oth� � �pk�� Podemos transformar
N � R�M�� em N � � R��M �

�� pela fus�ao das transi�c�oes ti e th� Para
isto criamos uma nova transi�c�ao tj�k� que representa a fus�ao destas
transi�c�oes� onde Iti�h� � Iti� � Ith� e Oti�h� � Oti� � Oth� ver
�gura ������

�� Elimina�c�ao de Self�loop	

Seja uma rede N � R�M�� e ei uma transi�c�ao ou um lugar de N �
Caso ei � P � ent�ao Mei� � �Oei�� Se Iei� � Oei� ent�ao podemos
eliminar ei de N ver �gura ������

As regras de redu�c�ao podem ser utilizadas para a simpli�ca�c�ao dos mo�
delos de forma estruturada� onde propriedades como liveness e limita�c�ao
boundedness� s�ao mantidas nos modelos mais abstratos� o que facilita o uso
dos m�etodos de an�alise nesses modelo�
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��� Complexidade e Decidibilidade

Nesta se�c�ao� apresentamos um sum�ario sobre alguns problemas de decidi�
bilidade e complexidade na veri�ca�c�ao de propriedades e equival�encia de
modelos em redes de Petri ���� �� ��� ����

Quando procuramos uma solu�c�ao para um problema� �e necess�ario consi�
derar a possibilidade que n�ao haja elementos para dizer se o problema admite
ou n�ao solu�c�ao� ou seja� tal problema �e indecid��vel� Se a solu�c�ao existe� �e
necess�ario considerar quanto tempo ou recursos s�ao necess�arios� ou seja� a
complexidade do problema� para a obten�c�ao dessa solu�c�ao�

Karp e Miller ���� apresentaram o Sistema de Adi�c	ao de Vetores que
possibilitava a analise de propriedades em programas paralelos� Nesse tra�
balho foram apresentados modelos para programas paralelos� assim como um
procedimento para a veri�ca�c�ao de propriedades nesses modelos denomina�
do �Arvore de Alcan�cabilidade� Esse procedimento permitia decidir sobre
limita�c�aoboundedness� e cobertura de marca�c�oescoverability�� No �nal da
d�ecada de sessenta� observou�se que o Sistema de Adi�c�ao de Vetores e as re�
des de Petri eram matematicamente equivalentes� o que incetivou fortemente
a pesquisa sobre decidibilidade em redes de Petri�

Um conceito fundamental no estudo da decidibilidade �e a redutibilidade�
Solucionar um problema por redu�c�ao �e reduzir o problema estudado em
um problema o qual j�a se conhece a solu�c�ao� ou seja� se o Problema�� �e
redut��vel ao Problema�� e o Problema�� �e decid��vel� o algoritmo utilizado
para solucionar o Problema�� soluciona o Problema��� isto �e� o Problema��
tamb�em �e decid��vel�

O outro aspecto a ser considerado est�a relacionado �a e�ci�encia das t�ecnicas
de veri�ca�c�ao de propriedades e de equival�encia� ou seja� o custotempo e
espa�co� para solucionar�se esses problemas�

A maioria das propriedades de interesse para a veri�ca�c�ao em redes de
Petri s�ao decid��veis� contudo a sua veri�ca�c�ao� normalmente� �e de alta com�
plexidade� A veri�ca�c�ao da decidibilidade dessas propriedades �e feita por
redu�c�ao aos problemas de alcan�cabilidade e limita�c�ao� os quais s�ao decid��veis�

Karp e Miller ���� mostraram que uma rede de Petri �e limitada se o grafo
de marca�c�oes acess��veis AR�M��� �e �nito e que esse problema �e decid��vel�
Uma rede de Petri �e dita ilimitada se� e somente se� existe uma seq�u�encia
de transi�c�oes s tal que� M �s � M !M �� onde M � �e um vetor n�ao�nulo de
dimens�ao �P � A seq�u�encia s �e denominada%gerador de marcas � pois gera
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marca�c�oes superiores �a marca�c�ao original� O algoritmo desenvolvido no tra�
balho de Karp e Miller para a veri�ca�c�ao de %geradores de marcas mostrou�
se ine�ciente� Racko� ���� apresentou um algoritmo que requeria no m�aximo
�c�n� logn� onde n �e o tamanho e em c uma constante� Rossier e Yen re�naram
o resultado de Racko� utilizando tr�es paramentros� �c�k� log k�l!logn�� onde
k �e o n�umero de lugares� n o n�umero de transi�c�oes e l o n�umero m�aximo
de transi�c�oes de entrada e sa��da� Lipton ���� provou que era necess�ario ao
menos �C�

p
n para decidir sobre a limita�c�ao�

O problema de alcan�cabilidade consiste em saber se dada uma rede de
Petri marcada N � R�M�� e uma marca�c�ao M �� se M � pode ser acess��vel a
partir de M�� Muitos problemas s�ao redut��veis ao acima citado� sendo assim
esse foi um ponto fundamental no estudo da teoria das redes de Petri� Sacer�
dote e Tenney ���� a�rmaram que a alcan�cabilidade era decid��vel� contudo
n�ao apresentaram uma prova completa que corroborasse essa a�rma�c�ao� Em
����� Mayr ���� apresentou uma prova dessa conjectura e esta foi simpli��
cada por Kosaraju ����� contudo a prova permanecia muito complexa� O
trabalho de Lambert ���� apresenta prova mais simples e auto�contida�

Diversos problemas s�ao redut��veis ao problema de alcan�cabilidade� tais
como	 Alcan�cabilidade de home�state ���� e Alcan�cabilidade de submarca�c�ao
����� onde se deseja veri�car se a marca�c�ao de um subconjunto de lugares
atingiu uma determinada marca�c�ao� a exist�encia de marca�c�ao zero� ou se�
ja� se nenhum lugar possui marcas� em uma dada marca�c�ao acess��vel� a
exist�encia de marca�c�oes que n�ao armazenam marcas em lugares espec���cos�
O resultado apresentado por ���� mostra que a decidibilidade do problema
de alcan�cabilidade �e obtida em espa�co exponencial�

Hack ���� mostrou que o problema de liveness �e redut��vel ao de al�
can�cabilidade� o mesmo apresentando�se em ���� com rela�c�ao �as redes sem
transi�c�oes mortasdeadlock�freedom��

Em ���� ��� ��� apresentam�se os resultados que con�rmam a decidibili�
dade do problema de persist�encia�

Contrapondo�se aos resultados positivos obtidos para a veri�ca�c�ao dessas
propriedades� os resultados sobre equival�encia dos conjuntos de marca�c�oes
acess��veis e de linguagens entre redes t�em sido negativos �����

Duas redes t�em equival�encia de marca�c�oes se possuem um mesmo conjun�
to de lugares e um mesmo conjunto de marca�c�oes acess��veis ����� O estudo
que comprova a indecidibilidade da equival�encia de marca�c�oes ���� baseia�
se na computa�c�ao�fraca de fun�c�oes utilizando�se redes Weak�Computation��
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Mostrar a indecidibilidade do problema de equival�encia de conjuntos de mar�
ca�c�oes acess��veis baseia�se na redu�c�ao desse problema ao d�ecimo problema
de Hilbertindecid��vel�� O d�ecimo problema de Hilbert consiste em	 dado
um polin�omio fx�� ���� xr�� com r vari�aveis com coe�cientes inteiros� existe
um vetor de inteiros x�� ���� xr� que seja raiz desse polin�omioequa�c�ao Dio�
fantina� & A prova desse problema pode ser encontrada em ���� e consiste em
mostrar que as redes de Petri podem efetuar a computa�c�ao fraca de fun�c�oes
e desta forma do polin�omio diofantino� reduzir a indecidibilidade do d�ecimo
problema de Hilbert ao problema de grafo de inclus�ao e ent�ao reduzir o pro�
blema de inclus�ao ao problema de equival�encia de marca�c�oes� A solu�c�ao
desse problema est�a demonstrada em ���� �� ���� Vale salientar� contudo�
que em classes especiais de redes esse problema �e decid��vel� Por exemplo�
no caso de redes limitadas� onde o conjunto de marca�c�oes acess��veis �e �nito�
temos que o problema de equival�encia de marca�c�oes �e decid��vel�
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Cap��tulo �

Extens�oes �as Redes de Petri

Neste cap��tulo apresentamos brevemente algumas extens�oes �as redes de Petri
��� �� �� ���� que elevam o poder computacional dessas ao da m�aquina de
Turing e possibilitam uma modelagem mais compacta e estruturada dos
sistemas em geral� De�nimos as redes com arco inibidor� as redes coloridas�
as redes hier�arquicas e redes temporizadas determin��sticas�

��� Rede de Petri com Arco Inibidor

Um dos problemas das redes de Petri at�e ent�ao apresentadas �e a impossi�
bilidade do teste a zero de uma vari�avel lugar�� Para tal� at�e o momento�
era necess�ario a cria�c�ao de um lugar dual e atrav�es dele efetuava�se o teste�
Esta extens�ao inclui um arco diferenciado dos demais� o arco inibidor ��� ���
���� que inibe o disparo de uma transi�c�ao� caso o lugar� que �e pr�e�condi�c�ao �a
transi�c�ao� esteja marcado�

Uma das principais limita�c�oes das redes de Petri �e a impossibilidade da
realiza�c�ao do teste de zero marcas em lugares de capacidade ilimitadas� Na
�gura ���� temos uma rede limitada bounded� formada por tr�es transi�c�oes
e seis lugares� Nessa rede� o lugar p� �e limitado a k marcas� pois um lugar
complementar p�� impossibilita o armazenamento de um n�umero maior de
marcas nesse lugar� O n�umero de marcas dos lugares permanece constante
para qualquer marca�c�ao acess��vel da rede� Observe�se que a transi�c�ao t� s�o
poder�a ser disparada quando o lugar p� tiver k marcas Mp�� � k��

Embora as redes de Petri possibilitem o teste de zero marcas em redes
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Figura ���	 Teste de Zero Marcas em Lugares Limitados

limitadas� para redes ilimitadas unbounded� esse teste n�ao �e poss��vel� A
extens�ao mais simples que proporciona o teste de zero marcas em redes
ilimitadas �e a rede com arco inibidor� Gra�camente o arco inibidor �e um
arco de um lugar para uma transi�c�ao pr�e�condi�c�ao� terminando com um
pequeno c��rculo�

A regra de disparo das transi�c�oes que t�em como entrada arcos inibidores
�e alterada� Essas transi�c�oes s�o estar�ao aptas a serem disparadas caso os
lugares de entrada� relacionados �as transi�c�oes pelos arcos inibidores� n�ao
contiverem marcas�

A �gura ��� apresenta uma rede com arco inibidor� possibilitando o teste
de zero marcas no lugar p�� ou seja� a transi�c�ao t� s�o estar�a apta a ser
disparada quando n�ao houver marcas em p��

Observe�se que n�ao �e necess�ario sabermos a capacidade do lugar %testa�
do neste caso� p���� pois a sem�antica de disparo de transi�c�oes que possuam
arco inibidor s�o possibilita o disparo se todos os lugares que est�ao associados
�a transi�c�ao por arcos inibidores n�ao possu��rem marcas�
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��� Rede de Petri Colorida

Embora as redes de Petri sejam uma t�ecnica de descri�c�ao formal poderosa
que possibilita a modelagem de sistemas concorrentes de forma natural� a
sua aplica�c�ao para sistemas reais tem se mostrado inadequada� pois os mo�
delos obtidos s�ao de grandes dimens�oes e n�ao hier�arquicos di�cultando a sua
compreens�ao�

Um grande n�umero de extens�oes �as redes de Petri� denominadas redes
de Petri de alto n��vel� t�em sido propostas ��� ���� entre estas� as redes de
Petri coloridas ���� �� ��� ���� Nas redes ordin�arias existe apenas um tipo de
marca� o que n�ao permite a diferencia�c�ao de recursos em um lugar� sendo
necess�arios lugares distintos para expressarmos recursos similares� As redes
ordin�arias n�ao possibilitam ainda n��veis de re�namento do modelo� ou seja�
n�ao h�a hierarquiza�c�ao�

O principal objetivo das redes de Petri coloridas �e a redu�c�ao do tama�
nho do modelo� permitindo que marcas individualizadas cores� representem
diferentes processos ou recursos em uma mesma sub�rede�

Inicialmente� as marcas das redes coloridas eram representadas por cores
ou mesmo por padr�oes que possibilitam a distin�c�ao das marcas ���� Em
trabalhos mais recentes ���� temos as marcas representadas por estruturas
de dados complexas� n�ao relacionando cores �as marcas� a n�ao ser pelo fato
de que as marcas s�ao disting�u��veis�

Na �gura ��� apresentamos uma rede colorida segundo a abordagem a�
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presentada em ���� Nessa classe de rede os arcos s�ao rotulados com uma ou
mais das poss��veis cores ou ainda com vari�aveis� Na �gura ��� os arcos s�ao
rotulados com cores a� b e c�� Para que uma transi�c�ao desta rede esteja ha�
bilitada� �e necess�ario que os lugares que s�ao entrada desta transi�c�ao tenham
marcas do tipo cor� associado ao arco que interliga estes lugares �a transi�c�ao�
A transi�c�ao t� n�ao se encontra habilitada� pois o lugar p� n�ao possui uma
marca da cor a� contudo a transi�c�ao t� est�a habilitada� pois o lugar p� possui
uma marca da cor a e o lugar p� possui marcas da cores a�b� o que satisfaz
as condi�c�oes rotuladas nos arcos que interligam estes lugares �a transi�c�ao t��
O disparo desta transi�c�ao retira as marcas das cores associadas aos arcos�
dos lugares de entrada e adiciona aos lugares de sa��da marcas de cor igual �a
cor associada ao arco que interliga a transi�c�ao aos lugares de sa��da� Neste
caso� uma marca de cor c �e depositada no lugar p��
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Figura ���	 Redes Coloridas � Estudos Iniciais

Nas redes que apresentamos� as marcas s�ao identi�cadas por cores� con�
tudo as marcas podem ser estruturas mais complexas� Nas redes coloridas a�
presentadas em ����� as marcas s�ao de�nidas como tipos de dados e �e poss��vel
efetuar opera�c�oes complexas sobre estes dados� Passamos a descrever esse
tratamento para as redes de Petri coloridas�
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Para apresentarmos as redes de Petri coloridas� utilizamos um exemplo
em que temos uma rede que modela a manufatura de dois tipos de produtos
distintos atrav�es de duas linhas de manufatura� onde recursos m�aquinas�
s�ao compartilhados nos processos de fabrica�c�ao� Inicialmente� apresentamos
uma rede ordin�aria place�transition� como o modelo ver �gura ���� do
sistema e� posteriormente� tratamos a rede colorida correspondente� Faremos
uso desse exemplo para descrever informalmente as redes de Petri coloridas�
Em seguida� apresentamos uma de�ni�c�ao formal para essa classe de redes�

Processo

P

Processo

Q

r s

sqsq sq sq sqtq tq tq tq
0 0 1 1 2 2 3 3 4

sp sp sp sp sp
tp tp tp tp

0 0 1 1 2 2 3 3 4
sp 5

tp
4

Figura ���	 Modelo da Linha de Manufatura Usando Redes Ordin�arias

Neste exemplo� o sistema �e representado por seis estados locais para
os processo denominados psp�� sp�� sp�� sp�� sp�� sp�� e cinco estados locais
para os processos qsq�� sq�� sq�� sq�� sq��� temos uma inst�ancia do processo q
e duas do processo p� representados por uma e duas marcas nos lugares sq�
e sp�� respectivamente� Os recursos compartilhados s�ao representados pelas
marcas dos lugares r e s� Observe�se que se tiv�essemos um terceiro processo
semelhante compartilhando os recurso r e s� ter��amos que descrever todos os
seus estados� a�c�oes e rela�c�oes entre o novo processo os atuais e os recursos
dipon��veis� Portanto� torna�se claro que� para um n�umero n�ao muito grande
de processos� haveria um varia�c�ao consider�avel nas dimens�oes dos modelos�

As redes de Petri coloridas s�ao compostas por tr�es diferentes partes	

� estrutura�
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� declara�c�oes e

� inscri�c�oes�

A estrutura �e um grafo dirigido com dois tipos de v�ertices lugares e
transi�c�oes�� Os lugares s�ao representados gra�camente por c��rculos ou por
elipses e as transi�c�oes por ret�angulos� Cada lugar pode armazenar diversas
marcas e cada uma dessas marcas pode representar valores associados a
tipos de dados complexos� As declara�c�oes compreendem a especi�ca�c�ao dos
conjuntos de cores e declara�c�oes de vari�aveis� Cada lugar tem um conjunto
de cores associado� ou seja� um tipo associado� Dessa forma as marcas que
s�ao armazenadas nesse lugar devem ter a mesma cor� Nessa classe de redes�
cada lugar� transi�c�ao e arcos t�em inscri�c�oes associadas� Os lugares t�em tr�es
tipos de inscri�c�oes	 nomes� conjunto de cores e express�ao de inicializa�c�ao
marca�c�ao inicial�� As transi�c�oes possuem dois tipos de inscri�c�oes	 nomes
e express�oes guardas� e os arcos apenas um tipo de inscri�c�ao dado pela
express�ao� Para facilitar a distin�c�ao dessas inscri�c�oes� os nomes s�ao escritos
usando�se letras planas� as cores em it�alico� as express�oes de inicializa�c�ao
s�ao sublinhadas e as express�oes guardas s�ao colocadas entre colchetes� Os
nomes associados aos lugares e transi�c�oes n�ao t�em nenhum signi�cado formal�
contudo facilitam a identi�ca�c�ao� A express�ao de inicializa�c�ao de um lugar
�e avaliada para bags do conjunto de cores� As express�oes guardas associadas
�as transi�c�oes s�ao express�oes booleanas que devem ser atendidas para que seja
poss��vel o disparo das transi�c�oes� As express�oes associadas aos arcos podem
conter vari�aveis� constantes� fun�c�oes e opera�c�oes�

Na �gura ��� apresentamos uma rede colorida que descreve o processo
descrito na �gura ���� Na rede place�transition que modela o processo� os
subestados de cada processo s�ao explicitados� Esses estados foram represen�
tados atrav�es de lugares comuns na rede colorida correspondente� contudo
as marcas s�ao distingu��veis�

A rede �e formada por sete lugares e seis transi�c�oes� O conjunto de cores
que s�ao armazenados nos lugares s�� s�� s�� s�� s� e s� s�ao da cor Proc�I � onde
Proc � pjq e I � INT � As cores associadas ao lugar recurso corres�
pondem aos tipos de recursos dispon��veis� no caso rec � rjs� Nos lugares
n�ao�marcados� por conveni�encia� omitimos as express�oes de inicializa�c�ao� Os
lugares s�� s� e recurso possuem as seguintes fun�c�oes de inicializa�c�ao� res�
pectivamente	 ��p� ��� ��q� �� e ��r ! ��s� Por exemplo� o lugar s� possue
duas marcas� onde a cor do processo �e p e o zero corresponde ao n�umero
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Figura ���	 Modelo da Linha de Manufatura Usando Redes Coloridas
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de itera�c�oes realizadas� As marcas inicialmente dispon��veis no lugar recurso
s�ao duas marcas da cor r e uma da cor s�

Inicialmente� as transi�c�oes t� e t� est�ao habilitadas� A transi�c�ao t� pode
ser disparada� pois h�a uma marca no lugar s� e marcas no lugar recurso�
Sendo atribu��da a cor q �a vari�avel x� a express�ao do arco que interliga o lugar
recurso e a transi�c�ao t� �e avaliada para q� Dessa forma� o valor associado
ao arco �e ��r� O disparo dessa transi�c�ao remove uma marca da cor q� �� do
lugar s� e duas marcas da cor ��r do lugar recurso�

A seguir� apresentamos um outro exemplo em que veri�camos o uso e os
benef��cios da modelagem com as redes de Petri coloridas em fun�c�ao do seu
maior poder de concis�ao quando comparado com as redes lugar
transi�c�ao
place�transition�� Na �gura ��� apresentamos uma rede que �e o modelo do
problema do jantar do �l�osofos descrito no cap��tulo �� Nessa rede temos
tr�es �l�osofos que podem esta comendo� pensando ou com�fome� Os �l�osofos
compartilham os garfos representados pelos lugares garfo�� garfo� e garfo��

Filosofo

FilosofoFilosofo

tcp

pp

tcc

pc

pc

tcc

tcc

tfc
pp

tcp

pc

pp
tcp

1

3
2

1

1

1

1

1

1

3

3
3

3

3
3

2

2
2

2 2

2

3
1

2

pcf

ttf

pcf

pcf
ttf

garfo

garfo
garfo [comendo]

[pensando]

[com fome]

Figura ���	 Jantar dos Fil�osofos � Modelo com Redes Place�Transition

Na �gura ��� apresentamos uma rede colorida que representa o modelo
acima� contudo nesse modelo �e ressaltado o n�umero de itera�c�oes de cada
processo� Os lugares H� E e Th representam os estados dos processo e o
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lugar Fork os recursos� ou seja� os garfos dos �l�osofos� O disparo da transi�c�ao
t� pode ser efetuado segundo as tr�es atribui�c�oes poss��veis �as vari�aveis x e
i� ou seja� a express�ao de iniciali�c�ao do lugar H quando avaliada resulta
em tr�es marcas de cores distintas� representando os �l�osofos e o n�umero de
itera�c�oes� Caso atribua�se �a vari�avel x a cor pt�� x � p� a express�ao do arco
que interconecta o lugar Fork ao lugar t� �e avaliada para ��f� ! ��f�� Os
disparo de t� remove a marca ��p� �� do lugar H e as marca ��f� ! ��f� do
lugar Fork e deposita a marca ��p� �� no lugar E� Caso a atribui�c�ao seja
outra� por exemplo x � q� a avalia�c�ao das expres�oes dos arcos seria outra e
ao dispararmos a transi�c�ao obter��amos uma outra marca�c�ao� Denomina�se
o par transi�c�ao� atribui�c�ao� por elemento de ocorr�encia�
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Figura ���	 Jantar dos Fil�osofos � Modelo com Redes Coloridas

A seguir� apresentamos a de�ni�c�ao formalizada das redes de Petri co�
loridas e algumas considera�c�ao sobre os aspectos din�amicos dessa classe de
rede�

De�ni�c�ao 	���� � Redes de Petri Coloridas
 de�ne�se as redes de Petri
coloridas como RdPC � R�

P
� C�G�E� In�� onde R � P� T� A�� P �e um
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conjunto de lugares� T �e um conjunto de transi�c	oes� A �e um conjunto de
arcos� Os elementos de A s	ao arcos que conectam transi�c	oes a lugares ou
lugares a transi�c	oes �A � PxT �

S
TxP ���

P
�e o conjunto �nito n	ao�

vazio de tipo� denominados cores� C �e a fun�c	ao de colora�c	ao C 	 P �
Cor� G �e a fun�c	ao de guarda G 	 T � exp� onde exp �e uma express	ao tal
que �ti � T j TipoGt�� � bool e o TipoV arGt��� �

P
� E �e uma

fun�c	ao associada aos arcos E 	 A � exp� onde �a � A j TipoEa�� �
C e o TipoV arEa��� �

P
e In �e a express	ao de inicializa�c	ao� onde

�pi � P j TipoInp�� � Cp� e V arInp�� � ��

Consideramos V art� como o conjunto de vari�aveis associadas �a transi�c�ao
t� Essas vari�aveis podem ser associadas �as transi�c�oes de duas maneiras	 nas
express�oes guardasGt�� t � T � e nas express�oes do arcosEa�� a � A�
que interconectam lugares e transi�c�oes�

De�ni�c�ao 	���� � Tipo da Liga�c�ao
 para uma transi�c	ao t � T com
V art� � fv�� ���� vng de�ne�se o tipo da liga�c	ao por BT t� � Tipov�� �
���� Tipovn��

De�ni�c�ao 	���� � Conjunto de Liga�c�oes
 de�ne�se o conjunto de li�
ga�c	oes de uma transi�c	ao por Bt� � c�� ���cn�� � BT t� ou mesmo por
Bt� � Gt� 	 v� � c�� ���� vn � cn � �

De�ni�c�ao 	���	 � Marca�c�ao
 a distribui�c	ao de marcas �e uma fun�c	ao M 	
P �

P
e uma marca�c	ao de uma rede colorida �e uma distribui�c	ao de marcas�

Amarca�c�ao inicial das redes coloridas �e obtida atrav�es da avalia�c�ao da ex�
press�ao de inicializa�c�ao para cada lugar da rede� ou seja�M�p� � INp� 	�
�p � P �

A distribui�c�ao de liga�c�oes �e uma fun�c�ao Y 	 T � B� Denomina�se
elemento de Y o par t� b�� onde b �e uma liga�c�ao� tal que b � Y t�� Denomina�
se por passo step� uma distribui�c�ao de liga�c�oes n�ao�vazia�

Um passo Y � t� b�� est�a habilitado quando o n�umero de marcas de
cores correspondente �a liga�c�ao do passo �e maior ou igual �a avalia�c�ao da
express�ao do arco que interliga os lugares de entrada �a transi�c�ao t�

De�ni�c�ao 	���� � Passo Habilitado
 um passo est�a habilitado se� e so�
mente se�

P
	t�b
�Y Ep� t� 	 b ��Mp�� �p � P �
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Um passo habilitado pode ocorrer e a ocorr�encia provoca uma altera�c�ao
da marca�c�ao da rede� pela remo�c�ao de marcas dos lugares de entrada e adi�c�ao
de marcas aos lugares de sa��da�

De�ni�c�ao 	���� � Ocorr�encia de um Passo
 seja M� uma marca�c	ao
e Y um passo habilitado para essa marca�c	ao� A ocorr�encia do passo Y

altera a marca�c	ao da rede para uma marca�c	ao M�� A altera�c	ao da marca�c	ao
da rede �e de�nida pela equa�c	ao
 M� � M� �

P
	t�b
�Y Ep� t� 	 b �� !P

	t�b
�Y Et� p� 	 b �� onde Ep� t� e Et� p� correspondem �as express	oes
dos arcos de entrada e sa�da da transi�c	ao�em t� do passo� respectivamente�

Diz�se que uma uma marca�c�ao M �� �e diretamente acess��vel de M � se a
partir de M � e pela ocorr�encia do passo Y alcan�ca�se M ��� ou seja� M ��Y �

M ���

��� Redes Hier�arquicas

Nesta se�c�ao� apresentamos as redes de Petri hier�arquicas� A modelagem de
sistemas de grandes dimens�oes s�o �e viavel atrav�es do uso de mecanismos
que possibilitem a estrutura�c�ao� O conceito de hierarquia em redes de Petri
permite o re�namento de lugares e transi�c�oes�

Do ponto de vista te�orico� a hierarquia �e apenas uma conveni�encia gr�a�ca
que n�ao adiciona nenhum poder computacional� contudo para a modelagem
segura de sistemas de grandes dimens�oes �e necess�ario o uso de ferramentas
que utilizem esses mecanismos�

O uso dos conceitos de hierarquia na modelagem de sistemas possibilita
a inspe�c�ao considerando�se n��veis de detalhamento� visualiza�c�ao de partes
dos sistema e re�uso de partes do modelo ���� ��� ����

O re�namento de lugares e transi�c�oes tem sido utilizado no processo de
modelagem hier�arquico� contudo o re�namento de elementos vizinhos apre�
senta di�culdades no controle da consist�encia do modelo� O re�namento de
um elemento pode ser representado como uma sub�redep�agina�� Algumas
abordagens que tratam hierarquia em redes de Petri possibilitam o re�na�
mento de lugares� de transi�c�oes� lugares e transi�c�oes e ainda as que n�ao
possibilitam o re�namento de elemento adjacentes�

As redes hier�arquicas aqui apresentadas propocionam uma descri�c�ao es�
truturada dos sistemas� possibilitando sua especi�ca�c�ao em n��veis de abs�
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tra�c�ao que pode ser re�nada quando necess�ario� Nessa classe de rede� os
lugares e as transi�c�oes do n��veis superiores podem ser re�nados� ou seja� po�
dem ser sub�redes da rede global� Estas sub�redes fornecem uma descri�c�ao
mais detalhada do lugar ou da transi�c�ao do n��vel superior� A interface en�
tre um lugar ou transi�c�ao de mais alto n��vel e a sub�rede correspondente
�e efetuada atrav�es de transi�c�oes ou lugares denominados port�transitions e
port�places� respectivamente�

O primeiro mor�smo utilizado nesta abordagem para a obten�c�ao de hie�
rarquia em redes de Petri �e a substitui�c�ao de transi�c�oes� Cada transi�c�ao de
alto n��vel designa uma p�agina denominada subp�agina�� Uma transi�c�ao de
alto n��vel �e vista como uma caixa preta e a subp�agina correspondente repre�
senta o detalhamento dessa transi�c�ao� A transi�c�ao de alto n��vel e a p�agina
em que est�a inserida s�ao� para a subp�agina� denominadas de superp�agina�

t t
0 1

p

p

0

0

Figura ���	 Superp�agina

Na �gura ��� apresentamos uma rede de Petri na qual temos duas tran�
si�c�oes de alto n��vel� A �gura ��� apresenta uma p�agina que representa o
re�namento da transi�c�ao t��

Para representar claramente a sem�antica da substitui�c�ao de transi�c�oes� a�
presentamos alguns passos ����� que possibilitam a representa�c�ao n�ao� hier�arquica
equivalente da rede	

� Remove�se a transi�c�ao de alto n��vel�

� Insere�se a subp�agina� que representa o re�namento da transi�c�ao�
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t 01

Figura ���	 Subp�agina

� Fundem�se os port�places da rede de mais alto n��vel e da subp�agina�

De forma semelhante �a substitui�c�ao de transi�c�oes� os lugares tamb�em po�
dem ser substitu��dos por redes que representem o seu re�namentop�aginas��

Para ilustrar o uso das redes de Petri hier�arquicas� apresentamos um mo�
delo que representa um sistema de aquisi�c�ao e transfer�encia de informa�c�oes
ver �gura ������ Esse modelo �e dividido em p�aginas que representam as
atividades de aquisi�c�ao� transmiss�ao e recep�c�ao de dados� Cada uma dessas
tarefas est�a representada na rede da �gura ���� pelas p�aginas Ler Dados�
Trans e it Recep� respectivamente� O canal atrav�es do qual �uem as infor�
ma�c�ao �e representado pelo lugar canal� Observe que este lugar �e interco�
nectado �as p�aginas it Trans e Recep por arcos em ambos os sentidos� Como
vemos nas subp�aginas� esse lugar ser�a re�nado� dando origem a dois lugares�

Na �gura ���� apresentamos as subp�aginas que representam a trans�
miss�ao� recep�c�ao e o detalhamento do canal� A p�agina que descreve o pro�
cesso de transmiss�aoTrans� tem como port�places os lugares rinf � rproc�
mens e reconh� repectivamente� Esse modelo possibilita a retransmiss�ao da
informa�c�ao caso essa n�ao seja adequadamente recebida�

A p�agina Recep tem como port�places os lugares mens e reconh� Esse
processo l�e a informa�c�ao enviada pelo transmissor� envia o reconhecimento
da recep�c�ao da informa�c�ao e volta a aguardar por uma nova informa�c�ao a
ser recebida� O lugar canal �e representado pelos lugares mens e reconh�
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Figura ����	 Superp�agina � Aquisi�c�ao e Transfer�encia de Informa�c�oes
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��� Rede de Petri Temporizada Determin��stica

Redes de Petri �e um formalismo que possibilita a express�ao do comportamen�
to din�amico de sistemas que tenham atividades concorrentes� ass��ncronas e
n�ao�determin��sticas� O conceito de tempo n�ao foi explicitado na de�ni�c�ao o�
riginal das redes de Petri� No entanto� na especi�ca�c�ao de sistemas de tempo
real� avalia�c�ao de desempenho e problemas de escalonamento scheduling� �e
necess�aria a introdu�c�ao de retardos de tempo� Nesta se�c�ao apresenta�se a
rede de Petri temporizada determin��stica ��� �����

Uma outra maneira de se tratar requisitos temporais atrav�es das redes
de Petri �e atrav�es do ponto de vista probabil��stico do disparo das transi�c�oes�
Diversos autores propuseram independentemente a associa�c�ao de retardos
de disparo exponencialmente distribu��dos �as transi�c�oes� Essas redes s�ao de�
nominadas redes de Petri estoc�asticas� pois o comportamento dessas redes
pode ser descrito por um processo estoc�astico�

Entre as diversas abordagens de redes de Petri que tratam requisitos
temporais� apresentamos algumas propostas com rela�c�ao �a forma em que os
tempos s�ao especi�cados	

� O tempo pode estar associado aos lugares� onde as marcas armazena�
das nos lugares de sa��da� ap�os o disparo de uma transi�c�ao� s�o estar�ao
dispon��veis para disparar uma nova transi�c�ao ap�os um determinado
tempo que �e associado ao lugar�

� O tempo pode estar associado �as marcas� onde as marcas possuem uma
informa�c�ao que indica quando a marca estar�a dispon��vel para disparar
a transi�c�ao�

� O tempo �e associado �a transi�c�ao�

Nesta se�c�ao� tratamos das redes de Petri temporizadas determin��sticas
com tempos associados �as transi�c�oes� Nesta classe de rede� ap�os a sensibili�
za�c�ao de uma transi�c�ao o disparo desta deve ocorrer ap�os o tempo associado�

De�ni�c�ao 	�	�� � Rede Temporizada
 uma rede de Petri temporizada �e
uma dupla Rt � RM�D�� onde RM �e uma rede marcada e D �e um vetor
D 	 T � N com �T que associa a cada transi�c	ao ti de RM um tempo di�
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Essa classe de redes de Petri temporizadas� pode ser classi�cada como
de disparo at�omico ou de disparo de tr�es fases� Nas redes onde o disparo
das transi�c�oes �e at�omico� as marcas permanecem nos lugares de entrada das
transi�c�oes at�e o tempo associado �a transi�c�ao ter sido%consumido e ent�ao as
marcas s�ao removidas dos lugares de entrada e imediatamente armazenadas
nos lugares de sa��da ver �gura ������

M(  )p
1

1

d
1

t

p 1
p

0

t 0

d1

Figura ����	 Transi�c�ao com Disparo At�omico

Nas redes temporizadas com disparo em tr�es fases� ao se habilitar uma
transi�c�ao� as marcas s�ao imediatamente consumidas dos lugares de entrada�
contudo s�ao apenas depositadas nos lugares de sa��da ap�os o tempo associado
�a transi�c�ao disparada� Apresentamos aqui as redes de Petri temporizadas
com disparo at�omico� pois essas possibilitam explorar a teoria desenvolvida
para as redes de Petri n�ao�temporizadas�

Nas redes temporizadas com disparo at�omico� uma transi�c�ao ao ser ha�
bilitada� um contador com o tempo associado �a transi�c�ao �e iniciado� O
contador �e decrementado a uma taxa constante� Quando o contador atinge
o valor zero� a transi�c�ao dispara�

Observe�se� contudo� o problema que se tem quando duas transi�c�oes est�ao
habilitadas para uma dada marca�c�ao M �� Na �gura ���� temos uma rede
que representa essa situa�c�ao�

Nessa rede� a transi�c�ao que ser�a disparada ser�a aquela que possuir o
menor tempo associado� Um fato interessante �e ressaltado com o disparo de
uma dessas transi�c�oes� por exemplo� suponha d� 	 d�� o que proporciona
o disparo da transi�c�ao t�� Nesse caso� qual ser�a a situa�c�ao do contador
associado �a transi�c�ao t�� ap�os o disparo de t� & Algumas pol��ticas t�em sido
utilizadas para tratar esse problema� entre essas	
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Figura ����	 Marca�c�ao Habilitando Duas Transi�c�oes

� Reamostragem	 de acordo com essa pol��tica� a cada disparo de tran�
si�c�ao todos os contadores de todas as transi�c�oes ser�ao reiniciados� ou
seja nenhuma informa�c�ao anterior �e registrada�

� Com Mem�oria	 nessa pol��tica� quando ocorre um disparo de uma tran�
si�c�ao� os contadores associados a cada transi�c�ao que se torna desabi�
litada s�ao reiniciados� Os contadores das transi�c�oes que permanecem
habilitadas mant�em os seus valores�

Para ilustrar o uso da redes de Petri temporizadas determin��sticas� a�
presentamos a modelagem de um sistema de contagem s��ncrono ver �gu�
ra refrtc�� por redes de Petri temporizadas� Este sistema percorre quatro
estados S�� S�� S� e S��� mudando de estado a cada pulso negativo do sis�
tema de rel�ogio� Dependendo da entrada X� a contagem pode ser crescente
Si � Si��� ou decrescente Si�� � Si��

Dividimos o modelo desse sistema em dois submodelos	 o do sistema de
contagem propriamente dito e do sistema de rel�ogio� O sistema de rel�ogio
ver �gura ����� fornece uma forma de onda com ��� ms em n��vel alto e ���
ms em n��vel baixo� Representamos o n��vel baixo por uma marca no lugar
clkL e o n��vel alto por uma marca no lugar clhH � As mudan�ca de n��vel s�ao
representadas pelas transi�c�oes tLH e tHL� Obeserve�se que essas transi�c�oes
t�em associado a elas o tempo de ��� ms�

Na �gura ���� apresentamos a altera�c�ao da marca�c�ao dos lugares clkL e
clkH e fun�c�ao do tempo�

O sistema de contagem ver �gura ����� possui quatro estados� represen�
tados pelos lugares S�� S�� S� e S�� dois lugares que representam o alfabeto
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de entradaX � � e X � �� e as transi�c�oes que representam as mudan�cas de
estado� segundo o estado anterior e a entrada� Essas transi�c�oes t�em tempos
de ��� ms associado�
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Figura ����	 Modelo
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Cap��tulo �

Aplica�c�oes

Neste cap��tulo� apresentamos dois exemplos da utiliza�c�ao das redes de Petri
na modelagem de sistemas reais� Inicialmente descrevemos um m�etodo de
transcri�c�ao de programas concorrentes em OCCAM para redes de Petri�
OCCAM �e uma linguagem de programa�c�ao� implementada a partir de CSP�
projetada para expressar algoritmos concorrentes� possibilitando a descri�c�ao
de aplica�c�oes atrav�es de cole�c�oes de processos concorrentes� Cada processo
de uma aplica�c�ao descreve o comportamento de um aspecto particular da
implement�c�ao�

Os programas em OCCAM s�ao constru��dos atrav�es da combina�c�ao de
processos primitivos� Neste cap��tulo� apresentamos os modelos b�asicos em
redes de Petri que representam os processos primitivos e uma forma de ob�
ten�c�ao de modelos mais complexos atrav�es das redes b�asicas e estruturas que
possibilitam a combina�c�ao destes modelos�

Como segundo exemplo� desenvolvemos um m�etodo de especi�ca�c�ao de
sistemas de controle industrial ��� ��� ��� ��� ��� ��� atrav�es das redes de
Petri� O processo de modelagem dos Sistemas de Controle Seq�uencial parte
da descri�c�ao comportamental de cada componente� atrav�es de regras opera�
cionais� A partir das regras operacionais� s�ao constru��das as redes de Petri
elementares que modelam cada componente do sistema� A rede de Petri glo�
bal �e obtida pela t�ecnica de fus�ao de %lugares comuns das redes elementares�
Este processo garante a preserva�c�ao das propriedades das redes elementares
no modelo global� Apresentamos� ainda� um m�etodo de diagn�ostico de fa�
lhas em sistemas de controle seq�uencial baseado nas redes de Petri obtidas
segundo o m�etodo de modelagem descrito em �����
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��� Tradu�c�ao OCCAM�Redes de Petri

OCCAM ���� �e uma linguagem de programa�c�ao� implementada a partir de
CSP ����� projetada para expressar algoritmos concorrentes� possibilitando
a descri�c�ao de aplica�c�oes atrav�es de cole�c�oes de processos� Cada processo
de uma aplica�c�ao descreve o comportamento de um aspecto particular da
implementa�c�ao� Iniciamos esta se�c�ao apresentando os processos primitivos�
os combinadores de processos da linguagem OCCAM em estilo BNF e um
m�etodo de tradu�c�ao de programas em linguagem OCCAM para as redes de
Petri� A seguir apresentamos a descri�c�ao dos processos primitivos� assim
como dos combinadores	

P 		� SKIP j STOP j x 	� e j ch&x j ch'e

j IF c�p�� ���� cnpn� j ALT g�p�� ���� gnpn�

j SEQp�� ���� pn� j PARp�� ���� pn�

� O processo primitivo SKIP comporta�se como se nenhuma a�c�ao hou�
vesse ocorrido e termina com sucesso�

� STOP �e o processo que expressa o deadlock�

� x 	� e representa a atribui�c�ao da valor da express�ao e �a vari�avel x�

� ch&x e ch'e representam os processos de leitura e escrita nos canais
de comunica�c�ao� respectivamente� O processo de leitura� quando exe�
cutado� l�e a informa�c�ao dispon��vel no canal� atribui essa informa�c�ao
�a vari�avel x e envia ao processo transmissor o reconhecimento da re�
cep�c�ao da informa�c�ao� O processo transmissor envia atrav�es do canal o
valor da express�ao e e aguarda o reconhecimento do processo receptor�

� IF �e o combinador condicional que tem como argumento um lista de
termos na forma cipi� onde ci �e uma express�ao l�ogica e pi um processo�

� ALT �e um combinador que tem como argumento uma lista de alter�
nativas na forma gipi� onde cada gi �e uma express�ao guarda e pi um
processo� A primeira express�ao guarda que se torna verdadeira ativa
o processo correspondente� Estando duas express�oes guardas habili�
tadas em um dado momento� uma das alternativas �e escolhida n�ao�
deterministicamente� Quando nenhuma das express�oes guardas �e ver�
dadeira� o processo comporta�se como o STOP� A express�ao guarda
pode ser uma express�ao l�ogica ou mesmo o estado de um canal�
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� SEQp�� ���� pn� representa a composi�c�ao seq�uencial dos processos p��
���� pn�

� PARp�� ���� pn� representa a composi�c�ao paralela dos processos p�� ����
pn�

Na se�c�ao seguinte� apresentamos um m�etodo de tradu�c�ao de programas
escritos em OCCAM para redes de Petri�

����� Modelagem dos Processos Primitivos

Os programas em OCCAM s�ao constru��dos atrav�es da combina�c�ao de pro�
cessos� O processo mais simples em OCCAM �e uma a�c�ao� Uma a�c�ao pode
ser uma atribui�c�ao� uma entrada ou mesmo uma sa��da�

������� Atribui�c�ao

Um exemplo �e a atribui�c�ao a uma vari�avel x o valor de uma express�ao exp�
Abaixo apresentamos a sintaxe da atribui�c�ao�

vari�avel 	� exp

Consideremos o seguinte exemplo	 x 	� y ! �� Para modelarmos este
processo� usamos uma extens�ao das redes de Petri que associa as redes de
Petri aos grafos de �uxos de dados� Esta extens�ao foi analisada no cap��tulo
anterior�

Nesta rede os arcos do grafo de �uxo de dados �gura ����b� s�ao rotulados
com p�� de tal forma que s�o �e poss��vel realizar a opera�c�ao op� particularmente
a adi�c�ao� quando houver uma marca em p� �gura ����a��

������� Comunica�c�ao

A comunica�c�ao �e uma das partes pricipais da linguagem OCCAM� Os pro�
cessos comunicam�se atrav�es de canais atrav�es dos quais s�ao enviados e re�
cebidos valores� ou seja� dois tipos de a�c�oes podem ocorrer	 uma a�c�ao de
entrada input ou uma a�c�ao de sa��da output�
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Figura ���	 Atribui�c�ao

Input

Atrav�es de uma a�c�ao input o processo recebe um valor por um canal e
este valor �e atribu��do �a uma vari�avel� Na �gura ��� apresentamos a rede que
representa o canal de comunica�c�ao de entrada canal�&x� Neste exemplo� o
canal denominado canal� aguarda uma informa�c�ao� quando esta �e recebida�
ent�ao atribui�se este valor �a vari�avel x�
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1

Figura ���	 Input

Quando uma marca chegar ao lugar p�� o processo aguarda por um valor
val de entrada� Quando este valor for transmitido uma marca no lugar r
indicar�a esta condi�c�ao� possibilitando o disparo da transi�c�ao t� recep�c�ao da
informa�c�ao�� Ao disparar�se esta transi�c�ao� as marcas dos lugares p� e r s�ao
retiradas e colocada uma marca no lugar p�� Observe�se que no grafo de
�uxo de dados� os arcos s�ao rotulados com p�� o que possibilita a atribui�c�ao
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do valor de entrada val �a vari�avel x� Uma marca no lugar p� possibilita o
disparo de t�� que retira uma marca deste lugar depositando uma marca
nos lugares p� e a� A marca no lugar a informa ao processo transmissor
a recep�c�ao da informa�c�ao transmitida� e a marca no lugar p� possibilita a
continuidade do processo�

Output

Atrav�es da a�c�ao output �e poss��vel transmitir�se um valor de uma ex�
press�ao por um canal especi�cado� Na �gura ��� apresentamos a rede que
representa o canal de comunica�c�ao de sa��da canal�'y� Neste exemplo o valor
da vari�avel y �e transmitida por canal � e aguarda at�e que esta informa�c�ao
tenha sido recebida pela entrada correspondente�
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Figura ���	 Output

Uma marca no lugar p� habilita o disparo da transi�c�ao t�� O dispa�
ro desta transi�c�ao transmiss�ao� retira uma marca do lugar p� e deposita
marcas nos lugares s e p�� A marca no lugar s informa ao outro processo
comunicante receptor� que uma informa�c�ao foi transmitida� A transi�c�ao t�
pode ser disparada quando o receptor enviar o reconhecimento da recep�c�ao
da mensagem atrav�es de uma marca no lugar a� dado que o disparo de t�
depositou uma marca no lugar p�� O disparo de t� retira uma marca dos
lugares p� e a e deposita uma marca no lugar p�� que habilita a execu�c�ao da
pr�oxima a�c�ao�

������� Skip e Stop

Nesta se�c�ao apresentamos a modelagem dos dois �ultimos processos primi�
tivos de OCCAM� O processo skip quando iniciado n�ao executa nenhuma
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a�c�ao observ�avel e ent�ao termina� A �gura ����a apresenta o modelo que cor�
responde ao processo skip� Representamos a a�c�ao executada pelo processo
nenhuma� como uma transi�c�ao n�ao�observ�avel� ou seja� executa uma a�c�ao
n�ao relevante� Esta sub�rede poderia ser suprimida� A �gura ����b apre�
senta um exemplo simples� onde o processo atrav�es do canal p recebe uma
informa�c�ao� atribui esta informa�c�ao �a vari�avel c� executa o processo skip e
ent�ao transimite a informa�c�ao da vari�avel c atrav�es do canal s� A rede que
modela este programa est�a representada na �gura ����c�

p p p p p p

r a s a

t t t t

1 2

0 1 2 3 4 5

0 1 2 3

skip( )
p p

p ? c

skip

s ! c

programa

i j
(a)

(b)
(c)

seq

Figura ���	 Skip

A transi�c�ao � poderia ser suprimida do modelo� dado que n�ao expressa
qualquer a�c�ao que venha alterar o comportamento do sistema� Desta forma
os lugares p� e p� poderiam ser fundidos em um s�o lugar�

Quando o proceso stop �e iniciado� nenhuma a�c�ao �e executada e o pro�
cesso nunca termina� A �gura ����a apresenta uma rede que representa este
processo� Observe�se que o lugar pi n�ao �e entrada de qualquer transi�c�ao�
portanto o disparo da transi�c�ao � n�ao possibilita o disparo de uma transi�c�ao
subsequente� A �gura ����b apresenta um pequeno exemplo em que usamos
o processo stop� Neste exemplo ap�os a leitura do canal x executa�se o pro�
cesso stop� A execu�c�ao de stop nunca termina o que impossibilita a escrita
atrav�es do canal y� A �gura ����c apresenta a rede que representa este pro�
grama� O lugar pj n�ao tem qualquer transi�c�ao como sa��da� e o lugar p� n�ao
tem qualquer transi�c�ao como entrada� Desta forma a transi�c�ao t� nuca ser�a
disparada� A transi�c�ao � poderia ser suprimida do modelo� dado que n�ao
expressa qualquer a�c�ao que venha alterar o comportamento do sistema� No
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p

pp
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t
0

r

1

a

i j 2

s

3

1 2

(stop)

seq
  
  p ? x
   
  stop

  y ! x

programa

(a)

(c)

(b)

s
t

s
t

Figura ���	 Stop

entanto� o lugar p� deve continuar sem qualquer transi�c�ao como entrada�

����� Modelagem dos Combinadores

As aplica�c�oes desenvolvidas em OCCAM s�ao constru��das atrav�es da com�
bina�c�ao de processos primitivos� Nesta se�c�ao apresentaremos as redes que
representam estes combinadores de processos� bem como alguns pequenos
exemplos que demostram a sua aplica�c�ao�

������� Seq�u�encia

O primeiro combinador �e o seq� Este construtor combina processos onde
um s�o ser�a executado ap�os a execu�c�ao do outro� como pode ser visto na
�gura ����a� O programa apresentado �e elaborado com a utiliza�c�ao de dois
processos primitivos� O combinador seq determina que a execu�c�ao desses
processos ocorrer�a de forma seq�uencial� ou seja� a escrita sobre o canal s
s�o ser�a executada ap�os a leitura sobre o canal k� A �gura ����b apresenta
uma rede de Petri hier�arquica� onde os blocos k e s s�ao redes que modelam
a comunica�c�ao atrav�es dos canais entrada k� e sa��da s� ver se�c�ao ���������

�E natural que os elementos de conex�ao da rede k e da rede s sejam lugares�
Nesta rede �gura ����b� observamos que o disparo de seq desencadear�a o
processo s�
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s ! e

SEQ
k ? x

k ? x s ! e

Figura ���	 Sequence

OCCAM possibilita a replica�c�ao possibilitando que um n�umero de proces�
sos similares sejam executados em seq�u�encia� A modelagem desta contru�c�ao
pode ser realizada de forma semelhante �a apresentada na �gura anterior�

������� Conditional

O combinador condicional if combina um conjunto de processos guardados
por express�oes booleanas� Estas express�oes s�ao avaliadas em seq�u�encia� quan�
do uma das express�oes �e avaliada como verdadeira� o processo associado a
esta condi�c�ao �e executado� No entanto� se nenhuma express�ao �e avaliada
como verdadeira� o processo comporta�se como o processo primitivo stop�
Podemos usar� contudo� a express�ao constante TRUE� Esta constante deve
ser colocada como �ultima op�c�ao� pois �e sempre verdade� ou seja� se nenhuma
outra express�ao for avaliada como verdadeira� nesta a avalia�c�ao ser�a� Neste
contexto TRUE deve ser como caso contr�ario�

Como veri�camos na se�c�ao ������ as redes de Petri possibilitam a mo�
delagem da escolha n�ao�determin��stica� No entanto observamos tamb�em na
se�c�ao ���� que podemos associar� as transi�c�oes da rede� condi�c�oes externas
express�oes booleanas� informa�c�oes provenientes de sensores etc�� Assim sen�
do utilizaremos estas caracter��sticas para a modelagem deste combinador�

A �gura ����a apresenta um programa que usa o combinador condicional�
Neste exemplo� cada express�ao booleana guarda os processo de comunica�c�ao�
onde� se x 	 y �e verdadeira� �e executada uma leitura atrav�es do canal k� se
x � y �e verdadeira� uma escrita �e executada atrav�es do canal s e� caso
contr�ario TRUE�� efetua�se uma atribui�c�ao �a vari�avel x�

Quando houver uma marca no lugar p� e a express�ao x 	 Y for avaliada
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Programa

If

  X < Y
  
      k ? c

  X = Y

      s ! c

  TRUE

      x:= y+2

(X<Y)
(X=Y) TRUE

k ? c s ! c x:=y+2

(a)

(b)

p

p p p

t t t
0

1 2 3

0 1 2

Figura ���	 Conditional

como verdade� �e poss��vel disparar�se a transi�c�ao t�� O disparo desta transi�c�ao
retira a marca do lugar p� e deposita uma marca no lugar p�� impossibilitando
o disparo de t� e t�� A marca no lugar p� possibilita a execu�c�ao da rede k
� c� Caso a avalia�c�ao da express�ao x 	 y n�ao seja verdadeira e a express�ao
x � y seja� a transi�c�ao t� poder�a ser disparada� o que impossibilitar�a o
disparo de t� e t�� O disparo de t� permitir�a a execu�c�ao da rede s � c� E
caso as duas express�oes anteriores n�ao sejam avaliadas como verdadeira a
terceira transi�c�ao  t�� poder�a ser disparada� dado que a condi�c�ao associada
a esta transi�c�ao �e avaliada sempre como verdade� portanto� possibilitando a
execu�c�ao da rede x 	� y ! ��

������� Loop

Nesta se�c�ao apresentaremos a modelagem da repeti�c�ao de processos� en�
quanto express�oes booleanas s�ao avaliadas como verdadeiras� Apresentamos�
como exemplo� dois processos p e r que s�ao repetitivamente executados� en�
quanto uma express�ao booleana for vedadeira� Na �gura ��� apresentamos
esse exemplo e a rede de Petri que o representa�

A modelagem desse combinador �e baseada na rede b�asica que descreve
o con�ito� sendo as transi�c�oes rotuladas por express�oes booleanas que ser�ao
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Programa

while

seq

p

r

p r

b<>c

c c

Figura ���	 Loop

avaliadas� o que possibilitar�a ou n�ao o disparo dessas transi�c�oes� Observe�se
no exemplo da �gura ��� que o corpo da express�ao de repeti�c�ao �e constru��do
atrav�es de dois processos que s�ao executados de forma sequ�uencial� ou seja�
o processo p �e executado antes do processo r� Enquanto a express�ao b for
falsa� esses processos ser�ao executados repetitivamente�

������	 Paralelismo

O combinador combinador� Parallel �e um dos mais poderosos da linguagem
OCCAM� pois possibilita a combina�c�ao de processos que s�ao executados
concorrentemente� Os processos combinados atrav�es deste combinador co�
me�cam a ser executados simultaneamente e este combinador s�o terminar�a
quando todos os processo terminarem�

Baseamos a modelagem deste combinador nas redes b�asicas apresentadas
nas se�c�oes ������ ����� distribui�c�ao e jun�c�ao� respectivamente�� No exemplo
da �gura ����a observamos um programa que tem como componentes tr�es
processos E� K e S� onde o processo K comunica�se com o processo E atrav�es
do canal t�in e o processo S comunica�se com o processo E atrav�es do canal
t�out� Na �gura ����b� uma marca no lugar p� habilita o disparo de t� o que
possibilita a execu�c�ao das sub�redes p�aginas� que modelam os processos
E� K e S� ou seja� o disparo da transi�c�ao t� retira uma marca do lugar p� e
coloca uma marca nos lugares p�� p� e p� port�places�� Essas novas condi�c�oes
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estabelecidas permitem a execu�c�ao de outras tarefas paralelamente� ou seja�
p� �e pr�e�condi�c�ao para a execu�c�ao da rede K� p� pr�e�condi�c�ao para a execu�c�ao
da rede E e p� pr�e�condi�c�ao para a execu�c�ao de S�

E SK

p

p p p

t

0

0

1 2 3

Programa

par

  E(t.in, t.out)

  K(t.in)

  S(t.out)

Distribuicao

Juncao

(a)

(b)
P p p4 5 6

1
t

Figura ���	 Parallel

Quando todas as redes forem executadas K� E e S�� ser�ao colocadas
marcas nos lugares p�� p� e p� port�places�� Esta marca�c�ao possibilita o
disparo da transi�c�ao t�� que representa o t�ermino da execu�c�ao dos processos
combinados sincroniza�c�ao��

������� Alternation

Este combinador possibilita�nos agregar processos guardados por entradas
e
ou express�oes booleanas� Suponhamos que dois processos s�ao combinados
atrav�es do Alternation� A execu�c�ao desses processos est�a diretamente as�
sociada �a avalia�c�ao da express�ao ou do canal que guarda estes processos�
ou seja� o processo s�o ser�a executado se a express�ao booleana for avaliada
como verdadeira ou se o canal que guarda esses processos tiverem algu�
ma informa�c�ao� No entanto� se os dois processo estiverem em condi�c�oes
de serem executados canal pronto e
ou express�ao booleana avaliada como
verdadeira�� apenas um destes ser�a executado� Est�a escolha �e feita n�ao�
determin��sticamente� Caso os canais ou express�oes booleanas n�ao habilitem
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a execu�c�ao destes processos� o combinador aguarda at�e que algum desses
processos torne�se habilitado� A �gura �����a exempli�ca a utiliza�c�ao deste
combinador� Neste exemplo� temos um processo primitivo de escrita atrav�es
de um canal denominado trans�

ALT

   recl ?  x

      trans ! x

   recr ? X

      trans ! x

   Programa

(a)

(c)
recl

recr

trans
recl ? x

recr ? x
trans ! x

Fluxo de Dados

recl recr

trans

(b)

l l
1 2

a a

p

p p

p

a

s

p

p

t

t t

t

t

t

1

2

0

1

2

3

4

5

ALT

1 2

3

3

4

5

6

Escolha

Atribuicao

Figura ����	 Alternation

O modelo desse combinador pode ser constru��do usando�se os modelos
dos processos primitivos de escrita e leitura sobre canais� apresentados no
in��cio da se�c�ao� e as redes elementares que modelam a escolha e a atribu���c�ao
ver se�c�ao �������

No exemplo da �gura �����a apresentamos um merging de dois canais
de entrada para um canal de sa��da� ou seja se o canal recl estiver pronto e
o canal recr n�ao estiver� recl ser�a selecionado� Se o canal recl n�ao estiver
pronto e recr estiver� recr �e selecionado� Caso os dois canais estejam pron�
tos� um destes canais �e selecionado de forma n�ao�determin��stica� se nenhum
destes canais estiverem prontos� aguarda�se at�e que algum desses torne�se
habilitado� A �gura �����b apresenta o diagrama de �uxo de dados desse
processo� Apresentamos a rede de Petri que modela esse o �uxo de controle
na �gura �����c� Observe�se que esse modelo �e constru��do por sub�redes	
redes que modelam a recep�c�ao por canal de comunica�c�ao� transmiss�ao� e a
exclus�ao m�utua� A representa�c�ao de um canal pronto� na rede de Petri� �e
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feita atrav�es da marca nos lugares l� e l�� Observe�se que o disparo de uma
destas transi�c�oes  t� ou t�� impossibilita o disparo da outra� dado que com
o disparo consome�se a marca do lugar p�� A sem�antica das redes de Petri�
garante a escolha n�ao�determin��stica do disparo das transi�c�oes t� ou t�� caso
haja marcas� em um mesmo instante� nos lugares l� e l�� Com o disparo
de uma da transi�c�oes t� ou t��� deposita�se uma marca no lugar p� ou p��
respectivamente� Uma marca no lugar p� habilita a transi�c�ao t�� bem como
o lugar p� marcado habilita o disparo da transi�c�ao t�� O disparo de t� ou
t� deposita marcas nos lugares a� ou a� que representam o reconhecimento
pelos processo de recep�c�ao da informa�c�ao� e no lugar p�� Uma marca em
p� possibilita a escrita no canal trans disparo de t��� O disparo de t� ocor�
re quando o processo que recebeu a informa�c�ao transimitida� representada
pelo disparo de t� e sinalizada atrav�es da marca no lugar s� reconhece a re�
cep�c�ao dessa informa�c�ao atrav�es do dep�osito de uma marca no lugar a�� Ao
disparar�se t�� coloca�se uma marca no lugar p�� que representa a condi�c�ao
para a continuidade do processo�

Para mostrar a modelagem do combinador ALT� no qual os processos
s�ao guardados por express�ao� apresentamos o exemplo da �gura �����a� Nes�
se exemplo� temos um programa que regula o �uxo de atividades entre os
usu�arios e um sistema servidor� composto por diversos processadores� Nesse
exemplo� os usu�arios solicitam ao sistema regulador� atrav�es do canal dus�
a execu�c�ao� pelos servidores� de tarefas� O sistema regulador� desde que
haja servidores livres processadores� i � ��� decrementa uma vari�avel que
indica o n�umero de processadores livres� e envia a solicita�c�ao para o sistema
servidor atrav�es do canal pse� Quando os servidores �nalizam suas tarefas�
sinalizam para o regulador a �naliza�c�ao da tarefa canal dse� e ent�ao o siste�
ma regulador envia para os usu�ario� atrav�es do canal pus� esta informa�c�ao�
bem como incrementa o n�umero de processadores livres� No programa apre�
sentado� os guardas s�ao os canais de entrada dus� dse� bem como a express�ao
i � ��

Representamos esse programa pela rede de Petri apresentada na �gu�
ra �����b� Como no exemplo anterior� representamos este combinador a�
trav�es da rede elementar de escolha e da atribui�c�ao� no entanto observe que
a transi�c�ao t� �e rotulada com i � �� ou seja� s�o �e poss��vel dipar�a�la quan�
do houver uma marca nos lugares p�� l� e essa express�ao for avaliada como
verdadeira�
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i:= n

ALT

   (i >= 1) & dus ? x
  
     SEQ

        pse !  s

        i:= i - 1

 dse ? y

SEQ

   pus ! y

i := i+1

x

i:= i+1 i:= i-1

(i>=1)

l 1

dusdse

psepus

p p
9

10

11

12
p

4

6

t t7
8

s

a

1

3

2

4

Atribuicao

Escolha

(a)

(b)

Figura ����	 Alternation � Regulador de Fluxo
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������� Exemplo

Nesta se�c�ao apresentamos um exemplo do uso do m�etodo de tradu�c�ao apre�
sentado� Consideremos a fun�c�ao de convolu�c�ao descrita a seguir	

yi �
nX

j��

xi�j � �j � 
i� � � i � �n� �

Onde �j �e �j�� � b� x� � �j e 
i � ci ! di

ci �

�
xi se xi � �
xi

� se xi 	 �

di �

�
xi�� se xi�� � �
xi��

� se xi�� 	 �

O programa em OCCAM que descreve esta fun�c�ao pode ser implemen�
tada por um conjunto de processos concorrentes conforme mostrado abai�
xo ���� ��� ����

CHAN OF INT P��P�� P��P�� P��P� �

CHAN OF ��	 INT P��P� �

PAR

INT c�

SEQ i
� FOR � �P�

IF�x�i	�
� c�
x�i	� x�i	�� c�
x�i	��

p��p� � c

INT d�

SEQ i
� FOR � �P�

IF�x�i	�
� d�
x�i��	� x�i	�� d�
x�i��	��

p��p� � c

INT c�

SEQ i
� FOR � �P�

p��p� � w

PAR j
� FOR �

e�j	�
x����i��j���j����i����j�i	�w
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p��p� � e

INT c�d�

��	 INT e �

SEQ i
� FOR � �P�

p��p� � w

PAR

p��p� � c

p��p� � d

p��p� � e

PAR

w�
k�e�j	

PAR j 
 � FOR �

y�j	 �
 y�j	 � e�j	 � �c � d

A representa�c�ao do programa em redes de Petri �e discutida a seguir� O
programa consiste no operador PAR que engloba quatro processos comuni�
cantes� Desta forma� temos quatro blocos interconectados por arcos� que
representam redes mais detalhadas do processover �gura ������ A tradu�c�ao
de OCCAM para a rede de Petri equivalente �e feita passo�a�passo usando a
tradu�c�ao dos combinadores apresentada na se�c�ao ����

P1

P2

P4

P3

- Processo 1

- Processo 2

 
- Processo 3

- Processo 4

P2
P4 P3

P1 P2 P4 p3p1

Figura ����	 Rede dos Processos Comunicantes

O processo P� �e formado por um operador de seq�uenciamento� uma esco�
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lha e transmiss�ao de mensagem pelo canal p��p�� Na �gura ���� apresentamos
o modelo que representa este processo�

(x[i]>=0) [c:=x[i]]

(x[i]<0)
[c:=x[i]/2]

3
3

{

i

p1.p4! !

Figura ����	 Processo P�

Devido �a similaridade estrutural entre os processos P� e P�� as redes
que representam estes processos t�em estruturas semelhantes� diferenciando�
se apenas pela funcionalidade das opera�c�oes�

O processo P� �e formado a partir dos construtores SEQ e PAR� processos
primitivos de escrita e leitura e opera�c�oes aritm�eticas� A rede de Petri que
representa o �uxo de controle �e apresentada na �gura �����

33

p4.p3?

p3.p4!

i

{ {K3

Figura ����	 Processo P�

A rede que representa a descri�c�ao detalhada da p�agina K� �e apresentada
na �gura ����
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[e[2]:=...]

[e[0]:=...]

[e[1]:= ...]

[e[3]:= ...]

[e[4]:= ...]

K3

Figura ����	 P�agina K�

O processo P� �e composto por processos primitivos de recep�c�ao� trans�
miss�ao e opera�c�oes aritm�eticas� assim como os construtores SEQ e PAR�

Na �gura ���� temos a rede que representa este processo� A �gura ����
apresenta o re�namento do bloco K��

��� Diagn�ostico de Falhas em Sistemas de Con�

trole Industrial

Nesta se�c�ao apresentamos um m�etodo de diagn�ostico de falhas em sistemas
de controle seq�uencial utilizando�se redes de Petri ���� ��� ��� ���� O sistema
de diagn�ostico faz uso de modelos especi�cados segundo um processo de
modelagem descrito tamb�em nesta se�c�ao�

O processo de modelagem dos sistemas de controle seq�uencial parte da
descri�c�ao comportamental de cada componente� atrav�es de regras operacio�
nais� A partir das regras operacionais� s�ao constru��das as redes de Petri
elementares que modelam cada componente do sistema� A rede de Petri glo�
bal �e obtida pela t�ecnica de fus�ao de %lugares comuns das redes elementares�
Esse processo garante a preserva�c�ao das propriedades das redes elementares
no modelo global�
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i

{p4.p3?

{

p1.p4?

p2.p4?

p3.p4? {
[w:=k e[j]]

[y[o]=...]

K5

Figura ����	 Processo P�

K5
[y[0] := ...]

[y[1] := ....]

[y[2] := ....]

[y[3] := ... ]

[y[4] := ... ]

Figura ����	 P�agina K�
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����� As Especi�ca�c�oes Funcionais

Nesta se�c�ao� apresentamos uma vis�ao geral sobre Sistemas de Controle Seq�uencial
SCS�� Apresentamos� tamb�em� uma t�ecnica para especi�car ou transcrever
diagramas eletro
eletr�onicos de controle seq�uencial� ass��ncronos e paralelos�
atrav�es de regras operacionais e a tradu�c�ao destas para as redes de Petri�

Na �gura ���� ilustramos a representa�c�ao conceitual dos Sistemas de
Controle Seq�uencial�

Objetos

Controlados

Sensores

Atuadores

Sistema
de

Controle

Figura ����	 Sistema de Controle Seq�uencial

O Controlador recebe sinais dos sensores� que informam os estados dos
objetos controlados e envia sinais para os atuadores� os quais modi�cam
os estados desses objetos� Este ciclo se repete durante toda a opera�c�ao do
sistema�

����� As Fun�c�oes de Estado e Excita�c�ao

Em muitas aplica�c�oes industriais� o comando desses sistemas �e formado por
dispositivos� como por exemplo	 rel�es� v�alvulas solen�oides� termostatos� em�
breagens� portas l�ogicas� �ip��ops etc� Em geral� esses dispositivos s�ao for�
mados por duas partes as quais denominamos de estruturas b�asicas	

� objetos acionados e

� acionadores�
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Representamos o conjunto dos objetos acionados de um dispositivo por
Sj e os elementos deste conjunto por sj� Cada dispositivo ter�a seu compor�
tamento descrito por duas fun�c�oes de estado� gjx� e hjx�� A fun�c�ao gjx�
indica o estado dos objetos acionados� quando o dispositivo est�a desativado�
E a fun�c�ao hjx� indica o estado dos objetos acionados� quando o dispositivo
est�a ativado� Portanto� chamamos estado g os estados dos objetos sj � Sj
descritos por gjx� e estado h os estados representados por hjx��

Os acionadores Aj� dos dispositivos s�ao estruturas capazes de modi�car
o estado de todos objetos acionados� Dois tipos de eventos podem atuar
sobre os acionadores	

� Evento Lj 	 ativa�c�ao de Aj�

� Evento Dj 	 desativa�c�ao de Aj��

Esses eventos s�ao mutuamente exclusivos� Para todo acionador Aj� ser�a
associada uma fun�c�ao fjx�� que denominamos fun�c�ao de excita�c�ao� de forma
que	

� Se a condi�c�ao fjx� for verdadeira� poder�a ocorrer Lj �

� Se a condi�c�ao fjx� for verdadeira� poder�a ocorrer Dj �

Observamos na �gura ���� que os sensores e atuadores s�ao entradas e
sa��das do controlador� respectivamente� Portanto� sensores s�ao acionadores
de entrada que percebem os eventos externos� e os atuadores s�ao acionadores
de sa��da�

Designamos vari�avel de entrada aquelas vari�aveis que est�ao relacionadas
aos sensores e vari�aveis de sa��da� aquelas associadas aos atuadores� Iden�
ti�camos essas vari�aveis nas fun�c�oes de estado e de excita�c�ao do seguinte
modo	

� Vari�aveis de entrada s�ao aquelas que �guram apenas nas fun�c�oes de
excita�c�ao e nunca aparecem nas fun�c�oes de estado�

� Vari�aveis de sa�da s�ao aquelas que �guram apenas nas fun�c�oes de es�
tado e n�ao aparecem nas fun�c�oes de excita�c�ao�
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����� As Regras Operacionais

O controle do sistema �e constitu��do pelo arranjo de v�arias estruturas elemen�
tares Ej interligadas� de modo que as fun�c�oes de controle sejam executadas
corretamente� As estruturas elementares s�ao formadas pela combina�c�ao de
estruturas b�asicas� ou seja� acionadores e objetos acionados� Descrevemos
a rela�c�ao entre as componentes de um estrutura elementar atrav�es da ex�
press�ao abaixo	

Ej 	 identAj 	 Sj �� ����

onde %ident e um nome atribu��do a Ej�

As estruturas elementares devem obedecer a regras operacionais Rj� que
formulam o comportamento destas estruturas� Essas regras garantem que�
a qualquer instante� todos objetos sj associados a qualquer acionador Aj s�o
podem estar ou no estado�g ou no estado�h�

O comportamento das estruturas elementares� ou seja� os dispositivos que
comp�oem o sistema de controle� �e expresso atrav�es das regras operacionais	

Rj�	

Ljtk 	 se 	 fjx� � � 	 gjx� � ent�ao 	 hjx� � ����

Djtk 	 se 	 fjx� � � 	 hjx� � ent�ao 	 gjx� � ����

Onde Lj representa o evento de ativar o disposistivo j� fjx� �e a fun�c�ao
de excita�c�ao que possibilita esta ativa�c�ao� gjx� �e o estado desativado� hjx�
�e o estado ativado� Dj representa o evento de desativar o dispositivo e ti re�
presenta o tempo associado a execu�c�ao do evento� ou seja� de�ne o momento
em que o evento ocorre� O tempo ser�a especi�cado sempre que for relevante
em sua descri�c�ao funcional�

����� Obten�c�ao das Redes de Petri

Nesta se�c�ao apresentamos a t�ecnica de modelagem por Redes de Petri� para
a obten�c�ao do modelo global do sistema� Esta t�ecnica �e do tipo bottom
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up� ou seja� a partir da composi�c�ao de modelos elementares sub�redes� que
representam componentes do sistema� obtemos o modelo global�

O procedimento de modelagem por Redes de Petri proposto� �e baseado
na fus�ao de lugares� Nesse procedimento seguimos as seguintes etapas 	

� A� � constru�c�ao e valida�c�ao dos modelos elementares respeitando�se
as regras operacionais�

� A� � constru�c�ao do modelo global pela composi�c�ao dos modelos ele�
mentares assegurando as regras operacionais das redes elementares�

obtemos os modelos elementares a partir das regras operacionais� segundo
os passos descritos a seguir	

� A��� � determina�c�ao das transi�c�oes	 eventos do tipo L ou D nas regras
correspondem �as transi�c�oes� Associa�se a essas transi�c�oes o tempo
especi�cado na regra operacional�

� A��� � determina�c�ao dos lugares de entrada	 S�ao as vari�aveis de estado
das regras operacionais que representam as entradas dos disposistivos�

� A��� � determina�c�ao dos lugares e dos lugares de sa��da	 cada vari�avel
de estado origina um lugar com exce�c�ao das vari�aveis de entrada� Os
lugares que correspondem �as vari�aveis de sa��da s�ao denominados luga�
res de sa��da�

����� Um Exemplo

Para ilustrarmos a metodologia proposta� apresentamos aqui um sistema
que faz parte de uma linha de produ�c�ao de bebidas� como mostrado na
�gura �����

A esteira desloca recipientes vazios at�e o feixe de luz ser interrompido�
A incid�encia de luz habilita o sensor �optico� Quando o sensor �optico �e
desativado� ele e o sensor laser� que �e ajustado em fun�c�ao do n��vel do l��quido
no dep�osito� ao veri�car o recipiente vazio� causam a abertura da v�alvula de
enchimento e a desabilita�c�ao do movimento da esteira� Quando o recipiente
estiver cheio� o sensor laser �e ativado� provocando o fechamento da v�alvula
de enchimento e inicia o movimento da esteira at�e o recipiente deixar o feixe
de luz� Quando o recipiente deixa o feixe de luz� o sensor �optico �e ativado�
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Figura ����	 Linha de Produ�c�ao de Bebidas

e o sensor laser desativado� O sensor �optico ativado provoca o movimento
da esteira para o preenchimento do recipiente seguinte� Assume�se que o
motor �e ligado �a esteira atrav�es de uma embreagem� Quando a embreagem �e
acoplada� a esteira entra em movimento� Caso contr�ario� permanece parada�
Na �gura ����� mostramos o diagrama el�etrico do comando desse sistema e
sua rela�c�ao com sensores e atuadores�

MA2

s s
a a

0 1
20

21

Av

Figura ����	 Diagrama El�etrico

����� M
etodo para Obten�c�ao das Regras Operacionais

As regras operacionais dos componentes do sistema s�ao obtidas segundo os
passos apresentados a seguir	
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�� Identi�ca�c�ao das estruturas elementares�

�� De�ni�c�ao das vari�aveis de estado das estruturas�

�� Constru�c�ao das fun�c�oes l�ogicas�

�� Constru�c�ao das regras operacionais�

Passo �	 de�ni�c�ao das estruturas elementares�

Observando�se a �gura ���� � veri�camos que o sistema �e composto por
cinco dispositivos� os quais de�nem cinco estruturas elementares 	

�E�	sensor �optico A�s���� A� �e o acionador e s�� o objeto acionado�

�E�	sensor laser A�s���

�E�	contator A�s���s���

�E�	atuador do motor A�s���

�E�	atuador da v�alvula A�s���

Por exemplo� a estrutura E� �e formada por dois componentes b�asicos	 o
acionador A� e dois objetos acionados que s�ao os contatos s�� e s���

Passo �	 atribui�c�ao das vari�aveis de estado�

Neste passo atribu��mos vari�aveis de estado para cada estrutura do siste�
ma	

E�	 sensor �optico A�s���	 atribu��mos X� �a n�ao incid�encia de luz em
A� e a X� �a incid�encia de luz� Atribu��mos x�� ao contato s�� no estado
aberto e a x�� ao contato s�� no estado fechado�

E�	 sensor laser A�s���	 atribu��mos X� �a dist�ancia entre o sensor e
ao l��quido que corresponde ao recipiente n�ao cheio e a X� �a dist�ancia que
corresponde ao recipiente cheio� Atribu��mos x�� ao contato s�� no estado
aberto e a x�� ao contato s�� no estado fechado�

E�	 rel�e A�s��� s���	 atribu��mos x�� ao contato s�� no estado aberto e
a x�� ao contato s�� no estado fechado� Atribu��mos x�� ao contato s�� no
estado aberto e a x�� ao contato s�� no estado fechado�

E�	 atuador do motor A�s���	 atribu��mos x�� ao eixo do motor s�� no
estado parado e a x�� ao eixo do motor s�� no estado girando�

E�	 atuador da v�alvula A�s���	 atribu��mos x�� �a v�alvula s�� no estado
aberto e a x�� �a v�alvula s�� no estado fechado�
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Passo �	determina�c�ao das fun�c�oes l�ogicas�

Determinamos as fun�c�oes l�ogicas para cada estrutura observando a to�
pologia do circuito �gura ����� e o estado das vari�aveis� Neste exemplo�
temos	

E�	 Sensor �Optico

� se h�a incid�encia de luz X�� sobre sensor �optico ent�ao A� �e ativado� logo
fx� � X��
� se n�ao h�a incid�encia de luzX�� ent�ao A� �e desativado� logo fx� � X��
� estado�g	 gx� � x��� corresponde ao contato s�� aberto�

� estado�h	 hx� � x��� corresponde ao contato s�� fechado�

E�	 Sensor Laser

� se X� ent�ao A� �e ativado� logo fx� � X�

� se X� ent�ao A� �e desativado� logo fx� � X�

� estado�g	 gx� � x��

� estado�h	 hx� � x��

E�	 Rel�e

� se x�� ! x�� ent�ao A� �e ativado� logo fx� � x�� ! x��

� se x���x�� ent�ao A� �e desativado� logo fx� � x���x��

� estado�g	 gx� � x���x��

� estado�h	 hx� � x���x��

E�	 Atuador do Motor

� se x�� ent�ao A� �e ativado� logo fx� � x��

� se x�� ent�ao A� �e desativado� logo fx� � x��

� estado�g	 gx� � x��

� estado�h	 hx� � x��

E�	 Atuador da V�alvula
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� se x�� ent�ao A� �e ativado� logo fx� � x��

� se x�� ent�ao A� �e desativado� logo fx� � x��

� estado�g	 gx� � x��

� estado�h	 hx� � x��

Passo 		 obten�c�ao das regras operacionais�

Obtemos as regras operacionais aplicando as fun�c�oes l�ogicas na forma
expressa pelas senten�cas ��� e ���� Para o exemplo� temos	

�R��	 Sensor �Optico

L�	 se	 X� � 	 x�� �ent�ao 	 x�� �
D�	 se 	 X� � 	 x�� � ent�ao 	 x�� �

�R��	 Sensor Lazer

L�	 se 	 X� � 	 x�� � ent�ao 	 x�� �
D�	 se 	 X� � 	 x�� � ent�ao 	 x�� �

�R��	 Rel�e

L��	 se 	 x�� � 	 x���x�� � ent�ao 	 x���x��
L��	 se 	 x�� � 	 x���x�� � ent�ao 	 x���x�� �
D�	 se 	 x��� x�� � 	 x���x�� � ent�ao 	 x���x�� �

�R��	 Atuador do Motor

L�	 se 	 x�� � 	 x�� � ent�ao 	 x�� �
D�	 se 	 x�� �	 x�� � ent�ao 	 x�� �

�R��	 Atuador da V�alvula

L�	 se 	 x�� �	 x�� � ent�ao 	 x�� �
D�	 se 	 x�� � 	 x�� � ent�ao 	 x�� �

Observamos que as vari�aveis de estado X� e X� �guram apenas nas
express�oes L� e L� das regras R� e R�� respectivamente� Portanto� s�ao
vari�aveis de entrada� Por outro lado� as vari�aveis x�� e x�� �guram apenas
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nas fun�c�oes de estado ver express�oes L�� D�� L� e D� das regras R� e R���
logo s�ao vari�aveis de sa��da� Dessa forma estabelecemos os vetores V i e V o�
como respectivamente o vetor de entrada e sa��da� conforme descrevemos a
seguir�

�vetor de entrada V i � X�� X��

�vetor de sa��da V o � x��� x���

Podemos apresentar a rela�c�ao entre as entradas e sa��das do sistema da
�gura ���� atrav�es da seguinte tabela	

X� X� x�� x�� motor v�alvula

� � � � parado aberta

� � � � movimento fechada

� � � � movimento fechada

Tabela ���	 Rela�c�ao entre V i e V o

Tendo obtido as regras operacionais� a pr�oxima etapa �e a obten�c�ao dos
modelos elementares a partir destas regras� Apresentamos este procedimento
a seguir	

����� Modelagem e Valida�c�ao

Conforme os passos A� e A�� que apresentamos no ��nicio da se�c�ao ������
temos	

Passo A� � Constru�c�ao de Modelos Elementares

Considerando a regra operacional �R�� e os passos A���� A��� e A����
temos	

A��� � determina�c�ao das transi�c�oes	 os eventos originam as transi�c�oes�

A��� � determina�c�ao dos lugares de Entrada eventos externos�	 os e�
ventos externos s�ao representados por lugares de entrada� por exemplo	 a
vari�avel X� torna�se o lugar X�� incid�encia de luz sobre o sensor e a vari�avel
X� torna�se o lugar X�� n�ao incid�encia de luz sobre o sensor�

���



A��� � determina�c�ao dos demais lugares	 as demais vari�aveis s�ao repre�
sentadas por lugares� por exemplo	 a vari�avel x�� torna�se o lugar x�� �

Baseado nessas considera�c�oes� obtemos o modelo N� conforme mostra
�gura �����a� onde a �cha no p� representa o contato associado s� � no
estado aberto�

Empregando o mesmo procedimento� obtemos os demais modelos ele�
mentares� Mostramos estes modelos na �gura �����
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Figura ����	 Modelos Elementares

Passo A� � Constru�c�ao do Modelo Global N

O modelo global do controle do sistema �e formado pela composi�c�ao dos
modelos elementares� atrav�es da fus�ao de lugares de mesma denomina�c�ao�
conforme mostramos atrav�es da �gura �����

����� Elemento de Falha de Vetor Sintoma

� Elementos de Falha

Conforme mostrado na se�c�ao ������ para todo acionador Aj pode�se de�
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Figura ����	 Modelo Global

terminar uma fun�c�ao fjx�� denominada fun�c�ao de excita�c�ao� de forma que	
se fjx� � �� poder�a ocorrer o evento Lj e se fjx� � �� poder�a ocorrer o
evento Dj�

Na verdade as fun�c�oes fjx� estabelecem as condi�c�oes em termos de va�
ri�aveis de estado para a ocorr�encia dos eventos Lj ou Dj� Daqui por diante as
vari�aveis de estado que �guram nas fun�c�oes fx�� com exce�c�ao das vari�avies
de entrada etiquetas� e das vari�aveis de sa��da� ser�ao chamadas de vari�aveis
de falhas� Portanto� os lugares correspondentes �as vari�aveis de falha ser�ao
denominados lugares de falha�

Como demonstrado anteriormente� as redes modeladas a partir destas
estruturas� que representam componentes de dois estados� como s�ao os com�
ponentes estudados no escopo deste trabalho� t�em para todo lugar de falha
pf um lugar dual pf correspondente� Uma transi�c�ao no modelo global que
tem simultaneamente um mesmo lugar de falha como entrada e sa��da� ser�a
chamada transi�c�ao de falha tf�

Considerando�se o modelo da �gura ����� temos o seguinte conjunto
que relaciona transi�c�oes e lugares de falha	fd�� x��� x���� l�� x���� l��� x����
l�� x���� d�� x���� l�� x���� d�� x���g� Apresentamos tamb�em um outro
conjunto que relaciona os lugares com seus respectivos lugares duais	

fx��� x��g� fx��� x��g� fx��� x��g� fx��� x��g�

Como mencionado� o controle do sistema possui duas estruturas b�asicas	
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objetos acionados e acionadores� Dessa forma durante a opera�c�ao do siste�
ma poder�a ocorrer� a qualquer instante� falhas em objetos acionados e
ou
acionadores� Portanto� o diagnosticador deve ser capaz de apresentar ao
usu�ario dois tipos listas� ou seja	 lista�A	 relaciona acionadores defeituosos
e a lista�S	 relaciona objetos acionados defeituosos� Logo� a lista�A cont�em
transi�c�oes tf enquanto que a lista�S� os lugares pf �

� O Vetor Sintoma

Considerando�se a tabela ���� para o vetor de entrada V i � �� ��� temos
o vetor de sa��da V o � �� ��� Entretanto o sistema pode apresentar falhas�
como� por exemplo� o motor n�ao girar� Portanto� o sintoma� em termos da
sa��da� ser�a V s � �� �� vetor sintoma�� Deste modo� denominamos vetor
sintoma Vs� todo vetor de sa��da obtido em um estado de falha�

������ Princ��pio do Diagn�ostico

O diagn�ostico de falhas �e feito atrav�es da desabilita�c�ao das transi�c�oes habi�
litadas para um sintoma Vs� apresentado� ou seja� removendo�se as marcas
dos lugares de falha que habilitam as transi�c�oes� para os lugares duais cor�
respondentes� at�e a obten�c�ao de uma marca�c�ao est�avel� O diagn�ostico �e�
portanto� a nega�c�ao dos eventos e das condi�c�oes observadas� A implemen�
ta�c�ao de sistema de diagn�ostico� baseia�se em um simulador de redesde Petri
e uma fun�c�ao que faz o diagn�ostico�

� fun�c�ao Simulador	 simula a evolu�c�ao dos estados do sistema de controle
modelado�

� fun�c�ao Diagnosticador	 o m�odulo de diagn�ostico utiliza a estrutura
matricial que representa rede do sistema e a marca�c�ao fornecida pelo
simulador� O simulador utiliza como informa�c�oes adicionais� os estados
das entradas do sistema� ou seja� os eventos externos associados� Com
estas informa�c�oes o simulador parte da marca�c�ao inicial at�e a obten�c�ao
de uma marca�c�ao est�avel� A partir desta marca�c�ao� o sintoma deve ser
fornecido� Baseado neste sintoma� o m�odulo de diagn�ostico investiga
quais eventos n�ao deveriam ter ocorrido e que condi�c�oes n�ao deveriam
ser verdadeiras e concorreram para a falha�

Baseado nesse princ��pio� apresentamos a seguir um procedimento que
descreve as a�c�oes do sistema de diagn�ostico de falhas�
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�� Ler estrutura e estado inicial da m�aquina�

�� Evoluir o modelo a partir de seu estado inicial at�e o estado que seria
alcan�cado� caso n�ao tivesse ocorrido a falha�

�� Modi�car a marca�c�ao de sa��da obtida no passo �� conforme vetor
sintoma Vs�

�� Colocar todas as transi�c�oes habilitadas na lista�A�

	� Desabilitar cada transi�c�ao� armazenada na lista�A� removendo�se as
�chas de seus lugares de falha para os respectivos lugares duais�

�� Colocar na lista�S os lugares de falhas decorrentes do passo 	��

�� Enquanto houver transi�c�oes habilitadas� repetir os passos ��� 	� e ���

�� Converter as informa�c�oes da lista�A e lista�S em informa�c�oes de alto
n��vel para o usu�ario�

������ Aplica�c�ao do SDF

Para exempli�car a constru�c�ao das lista�A e lista�S pelo diagnosticador�
considera�se o exemplo da �gura �� onde� a princ��pio� tem�se a esteira para�
da e a va�lvula aberta� Quando o recipiente enche� a v�alvula �e fechada e a
esteira entra em movimento� No entanto� uma falha ocorre	 a esteira n�ao se
movimenta� Neste caso� o vetor sintoma �e V s � �� ���

Mostra�se a seguir como o SDF efetua o diagn�ostico para este sintoma�

estado inicial S�	

Mx�� � �� Mx�� � �� Mx��� � �� Mx��� � �� Mx��� � ��
Mx��� � �� Mx��� � �� Mx��� � �

Passo �	

Evoluindo�se o modelo apartir do estado inicial ver �gura ����� at�e a
obten�c�ao de uma marca�c�ao est�avel ver �gur ������ temos uma �cha nos
seguintes lugares	

estado Se	

Mx�� � �� Mx�� � �� Mx��� � �� Mx��� � �� Mx��� � ��
Mx��� � �� Mx��� � �� Mx��� � �

Passo �	

Modi�cando�se a marca�c�ao dos lugares de sa��da conforme vetor sintoma
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V s � ���� temos uma �cha nos seguintes lugares	

Mx�� � �� Mx�� � �� Mx��� � �� Mx��� � �� Mx��� � ��
Mx��� � �� Mx��� � �� Mx��� � �

Observe�se que se moveu uma marca do lugar Mx��� � � para o lugar
Mx��� � � ver �gur
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Figura ����	 Sintoma

Passo �	

Dentro da marca�c�ao obtida no passo �� temos apenas a transi�c�ao l�
habilitada� Portanto� deve ser listada na lista�A� ou seja	

lista�A	 l�

Passo 		

Desabilita�se a transi�c�ao do passo � movendo�se a marca do lugar de
falha x�� para seu lugar dual x��� Isso conduz a seguinte marca�c�ao ver
�gura �����	

Mx�� � �� Mx�� � �� Mx��� � �� Mx��� � �� Mx��� � ��
Mx��� � �� Mx��� � �� Mx��� � �

Passo �	

Move�se o lugar x�� de falhas para a lista�S� ou seja	

lista�S	 x��

Passo �	
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Figura ����	 Desabilita�c�ao de l�

Veri�ca�se que� dentro da marca�c�ao do passo �� n�ao existem mais tran�
si�c�oes habilitadas� Portanto� para este sintoma o diagn�ostico est�a determi�
nado�

Passo �	

Nesse exemplo o conte�udo das listas A e S pode ser relacionado com o
diagrama el�etrico da �gura ���� atrav�es das seguintes mensagens	

lista�A	 A� �desativado�

lista�S	 s�� �aberto�

Estas mensagens informam ao usu�ario que o Acionador A� est�a desati�
vado ou que o contato s�� n�ao est�a fechando� De fato o diagn�ostico est�a
correto� visto que se A� n�ao �e ativado acionador do motor est�a dani�cado�
ou s�� n�ao fecha que �e o contato que aciona A�� a sa��da V s corresponde
ao sintoma apresentado�

��� Algumas Considera�c�oes

Neste cap��tulo apresentamos a modelagem de sistemas de software e hard�
ware atrav�es das redes de Petri� Incialmente modelamos a linguagem de
programa �c�ao para sistemas concorrentes OCCAM� Modelamos os processo
primitivos e seus combinadores de processos� Para ilustrar o m�etodo� apre�
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sentamos uma s�erie de pequenos exemplos em que descrevemos os processos
primitivos� os combinadores da linguagem e os respectivos modelos em redes
de Petri�

Apresentamos tamb�em uma metodologia para a especi�ca�c�ao de siste�
mas de controle industrial� adotando o processo botton�up para a modela�
gem desses sistemas� Nessa metodologia� capturamos o comportamneto dos
dispositivos que compo�em o sistemas� atrav�es do que denominamos regras
operacionais� Tendo capturado o comportamento dos dispositivos� o pas�
so seguinte foi transcrever as regras operacionais para redes de Petri mo�
delos elementares�� O modelo do sistema �e obtido atrav�es da composi�c�ao
dos modelos elementares� O processo de combina�c�ao dessas redes garante
a manuten�c�ao das propriedades dos modelos elementares no modelo global
do sistema� Apresentamos ainda� um m�etodo de diagn�ostico de falhas dos
sistemas de controle industrial utilizando�se os modelos obtidos segundo o
m�etodo de modelagem apresentado�

Podemos observar� portanto� a potencialidade das redes de Petri como
t�ecnica para a descri�c�ao e an�alise de propriedades de sistemas que tenham
atividades concorrentes� observando tamb�em o seu poder de abstra�c�ao�
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Cap��tulo �

Considera�c�oes Finais

Dedicamos este cap��tulo para alguma considera�c�oes �nais e para apresentar�
mos algumas das aspectos que t�em sido tema de pesquisas no contexto das
redes de Petri� atualmente�

Inicialmente� apresentamos sumariamente os assuntos tratados em cada
cap��tulo	

Na introdu�c�ao� apresentamos um hist�orico das redes de Petri� procuran�
do situar o desenvolvimento e �areas de aplica�c�ao� sendo� tamb�em� descrito
os conceitos b�asicos� tais como	 estrutura� marca�c�ao� grafo de marca�c�oes
acess��veis etc� No cap��tulo �� apresentamos a modelagem de problemas
cl�assicos� procurando ressaltar� ao leitor� o poder de modelagem das re�
des de Petri� No cap��tulo �� tratamos das propriedades estruturais� com�
portamentais� assim como dos m�etodos de an�alise para a veri�ca�c�ao destas
propriedades� No cap��tulo �� apresentamos algumas extens�oes �as redes de
Petri e �nalmente� no cap��tulo �� apresentamos o uso das redes de Petri� na
modelagem de programas escritos em liguagem de programa�c�ao concorrente
e na modelagem e diagn�ostico de falhas em sistemas de controle industrial�

Atualmente� diversos esfor�cos feitos� por diferentes grupos situados na
Europa� Estados Unidos da Am�erica e �Asia� tanto na pesquisa de aspectos
te�oricos� quanto no estudo aplicado das redes de Petri ����� Nos estudos
que tratam sobre os aspectos te�oricos das redes de Petri� podemos destacar
pesquisas que estudam equival�encia e bissimula�c�ao� �algebras e m�etodos de
prova e o estudo de classes estruturadas de redes� Podemos� tamb�em� desta�
car algumas linhas de pesquisa que tratam sobre os aspectos aplicados das
redes de Petri� entre estas as que fazem estudos correlatos �as linguagens de
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programa�c�ao� estudos sobre redes de alto n��vel� especi�ca�c�ao e estudos de
casos�

O grupo de pesquisa da UFPE
UPE� tem desenvolvido trabalhos diversos
que fazem uso de redes de Petri� Dentre alguns desses trabalhos� podemos
destacar a aplica�c�ao das redes de Petri no processo de paraleliza�c�ao de c�odigo
e o uso destas como formato intermedi�ario entre linguagens� no diagn�ostico
de falhas em sistema de controle industrial� na modelagem de sistemas di�
gitais� na captura de requisitos temporais e modelagem de arquitetura de
computadores no contexto do hardware
software codesign e na especi�ca�c�ao
de protocolos de comunica�c�ao�
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Ap�endice A

Teoria Bag

Neste ap�endice apresentamos uma breve introdu�c�ao �a teoria bag�

De�ni�c�ao A���� � Bag
 de�nimos um bag M sobre um conjunto n	ao�vazio
C� por uma fun�c	ao M 	 C � IN� onde mc� representa o n�umero de o�
corr�encia do elemento c em M�

Utilizamos o s��mbolo �� para denotarmos os bags e fg� para os conjuntos�

Alternativamente� podemos representar o n�umero de ocorr�encia de um
elemento em um bag� pela representa�c�ao expl��cita dessa desse elemento n
vezes� ou seja� M� � ��a� b� �c� � �a� a� b� c� c� c��

De�ni�c�ao A���� � Cardinalidade
 seja o bag M � CM � A cardinalidade
de M �jM j� �e o total de ocorr�encia de todos os elementos no bag M �

De�ni�c�ao A���� � Igualdade
 sejam os bags M� e M� � CM �onde CM

�e um conjunto� M� � M� se� e somente se� para todo elemento i � CM �
m�i� � m�i���

De�ni�c�ao A���	 � Subbag
 sejam os bags M� e M� � CM � M� �M� se�
e somente se� para todo elemento i� m�i� � m�i�

De�ni�c�ao A���� � Soma
 sejam os bags M� e M� � CM � M�!M� � Ms�
onde msi� � m�i� !m�i�� para todo elemento i � CM �
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De�ni�c�ao A���� � Uni�ao
 sejam os bags M� e M� � CM � M�
S
M� � Mu�

onde mui� � maxm�i�� m�i��� para todo elemento i � CM �

De�ni�c�ao A���� � Interse�c�ao
 sejam os bags M� e M� � CM �

M�
T
M� � Min� onde mini� � minm�i�� m�i��� para todo elemento

i � CM �

De�ni�c�ao A��� � Diferen�ca
 sejam os bags M� e M� � CM � M��M� �
Ms� ondemsi� � m�i��mini�� para todo elemento i � CM � mini� �Min�
onde Mi �e o bag intersec�c	ao entre M� e M��
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Ap�endice B

�Algebra Matricial

Neste ap�endice apresentamos os conceitos b�asicos sobre matrizes� conceitos
esses importantes na resolu�c�ao de problemas em redes de Petri�

De�ni�c�ao B���� � Igualdade
 sejam as matrizes Am�n � �aij �m�n e
Br�s � �bij �r�s� Am�n � �aij �m�n e Br�s � �bij�r�s s	ao iguais �A�B�� se
t�em o mesmo n�umero de linhas �m�r�� o mesmo n�umero de colunas �n�s��
e todo aij � bij�

� Tipos

De�ni�c�ao B����� � Matriz Quadrada
 seja uma matriz Am�n �
�aij �m�n� Am�n � �aij �m�n �e dita matriz quadrada se� e somente se�
m � n�

De�ni�c�ao B����� �Matriz Nula
 seja uma matriz Am�n � �aij �m�n�
Am�n � �aij �m�n �e dita matriz nula se� e somente se� aij � �� para
todo em i e j�

De�ni�c�ao B����� �Matriz Coluna
 seja uma matriz Am�n � �aij �m�n�
Am�n � �aij �m�n �e dita matriz coluna se� e somente se� n � ��

De�ni�c�ao B����� �Matriz Linha
 seja uma matriz Am�n � �aij �m�n�
Am�n � �aij �m�n �e dita matriz lina se� e somente se� m � ��
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De�ni�c�ao B����	 � Matriz Diagonal
 seja uma matriz Am�m �
�aij �m�m�matriz quadrada�� Am�m � �aij �m�m �e dita matriz diagonal
se� e somente se� aij � �� para todo i 
� j e aij 
� �� para todo i � j�

De�ni�c�ao B����� � Matriz Identidade
 seja Am�m � �aij�m�m
uma matriz diagonal� Am�m � �aij �m�m �e dita matriz identidade se�
e somente se� aii � � e aij � �� para todo i 
� j�

De�ni�c�ao B����� �Matriz Triangular Superior
 seja uma matriz
Am�m � �aij �m�m�matriz quadrada�� Am�m � �aij �m�m �e dita matriz
triangular superior se� e somente se� aij � �� para todo i 	 j�

De�ni�c�ao B����� � Matriz Triangular Inferior
 seja uma matriz
Am�m � �aij �m�m�matriz quadrada�� Am�m � �aij �m�m �e dita matriz
triangular inferior se� e somente se� aij � �� para todo i � j�

De�ni�c�ao B���� � Matriz Sim�etrica
 seja uma matriz Am�m �
�aij �m�m�matriz quadrada�� Am�m � �aij �m�m �e dita matriz sim�etrica
se� e somente se� aij � aji� para todo i e j�

� Opera�c�oes

De�ni�c�ao B����� � Adi�c�ao
 sejam as matrizes Am�n � �aij �m�n e
Bm�n � �bij�m�n de mesma ordem� Representamos a matriz soma
por A ! B� onde os elementos dessa matriz s	ao somas dos elementos
correpondentes de A e de B� ou seja� A!B � �aij ! bij�m�n�

Propriedades	 Sejam as matrizes A� it B e C de mesma ordem	

�� A!B � B !A

�� A! B ! C� � A! B� ! C

�� A! � � A� onde � denota a matriz nula de mesma ordem de A

De�ni�c�ao B����� � Multiplica�c�ao por Escalar
 sejam a matrizes
Am�n � �aij �m�n e um n�umero k� De�ne�se o produto de escalar entre
em k e A por
 k �A � �kaij �m�n�

���



Propriedades	 Sejam as matrizes A e it B de mesma ordem e os
n�umeros k� k� e k��

�� kA!B� � kA! kB

�� k� ! k��A � k�A ! k�A

�� � � A � �� isto �e� a multiplica�c�ao do escalar � por uma matriz
resulta na matriz nula�

�� k�k�A� � k�k��A

De�ni�c�ao B����� � Transposi�c�ao
 seja a matriz Am�n � �aij �m�n�
De�ne�se a matriz trasposta AT

n�m � �bij�n�m� onde bij � aji�

Propriedades	 Sejam as matrizes A e it B de mesma ordem� as
AT e BT � as respectivas matrizes transposta e o escalar k�

�� Uma matriz A �e sim�etrica se� e somente se� A � AT

�� A!B�T � AT ! BT

�� kA�T � kAT

De�ni�c�ao B����� � Multiplica�c�ao de Matrizes
 sejam as matri�
zes Am�n � �aij�m�n e Bn�p � �brs�n�p� Representamos a matriz
produto por AB � �cxy�m�p� onde cxy �

Pn
k�� axkbky � ax�b�y ! ���!

axnbny�
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Ap�endice C

Teoremas

Teorema C���� Uma rede de Petri R � P� T� I�O�K� �e estrutural�
mente limitada se� e somente se� existe um vetor de inteiros positivos
W com dimens	ao �P tal que W � C � ��

Prova	

Seja uma marca�c�ao M � AR�M��� de forma que multiplicando�se o
vetor de inteiros positivos pela equa�c�ao fundamental das redes de Petri�
temos	

W�M � W�M� !W�C�s

Sendo W�C � � e s � �� temos	

W�M � W�M�

Ent�ao a marca�c�ao de cada lugar da rede �e limitada a	

Mp� � W�M���W p�

onde W p� �e p��esimo componente do vetor W �

Teorema C���� Uma rede marcada N � R�M�� �e dita conservativa
se� e somente se� existe a um vetor de pesos W � w�� w�� ���� wn�� de
inteiros positivos tal que� W �C � �� onde n � �P
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Prova	

Seja a equa�c�ao fundamentalM � M�!C�s e vetor de inteiros positivos
W � ent�ao	

W�M � W�M� !W�C�s

Sendo W � C � �� temos	 W �M � W �M�

Teorema C���� Uma rede marcada N � R�M�� �e dita parcialmen�
te conservativa se� e somente se� existe a um vetor de pesos W �
w�� w�� ���� wn�� de naturais de forma que� W � C � � e W 
� �� onde
n � �P

Prova	

Seja a equa�c�ao fundamental M � M� ! C�s e vetor inteiros n�ao�
negativos W � �� ent�ao	

W�M � W�M� !W�C�s

Sendo W � C � �� temos	 W �M � W �M�

Teorema C���	 Uma rede �e repetitiva se� e somente se� existe um
vetor caracter�stico s de inteiros positivos� tal que C�s � � e s 
� �

Prova	

Seja a equa�c�ao fundamental M � M� ! C�s e um vetor caracter��stico
s� de inteiros positivos� que representa o n�umero de disparo de cada
transi�c�ao em uma seq�u�encia s�� tal que C � s� � �� Ent�ao� existe uma
marca�c�ao M � M�� Sendo assim� a seq�u�encia s� pode ser repetida
inde�nidamente� Ent�ao� todas as transi�c�ao sempre podem ser dispa�
radas�

Teorema C���� Uma rede �e parcialmente repetitiva se� e somente se�
existe um vetor n	ao�nulo �s 
� ��� cujos componentes s	ao n�umeros
naturais e C�s � ��
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Prova


Seja a equa�c	ao fundamentalM � M�!C�s e um vetor caracter�stico s�
de IN� n	ao�nulo� que representa o n�umero de disparo de cada transi�c	ao
em uma seq�u�encia s�� tal que C � s� � �� Ent	ao� existe uma marca�c	ao
M � M�� Sendo assim� a seq�u�encia s� pode ser repetida inde�nida�
mente� Logo� algumas das transi�c	ao sempre podem ser disparadas�

Teorema C���� Uma rede �e consistente se� e somente se� existe um
vetor s n	ao�nulo �s 
� �� de inteiros positivos� tal que C�s � �

Prova


Seja a equa�c	ao fundamental M � M� ! C�s e um vetor caracter�stico
s� � � de inteiros positivos� que representa o n�umero de disparo de
cada transi�c	ao em uma seq�u�encia s�� tal que C � s� � �� Ent	ao� ao
disparar�se a seq�u�encia s� retorna�se �a marca�c	ao inicial� isso signi�ca
que a seq�u�encia pode ser repetida inde�nidamente� Desta forma� todas
as transi�c	ao sempre podem ser disparadas�

Teorema C���� Uma rede �e parcialmente consistente se e somente se
existe um vetor s n	ao�nulo �s 
� �� de naturais de forma que C�s � ��

Prova


Seja a equa�c	ao fundamental M � M� ! C�s e um vetor caracter�stico
s� � � de IN� que representa o n�umero de disparo de cada transi�c	ao
em uma seq�u�encia s�� de forma que C � s� � �� Ent	ao� ao disparar�
se a seq�u�encia s� retorna�se �a marca�c	ao inicial� isso signi�ca que a
seq�u�encia pode ser repetida inde�nidamente� Desta forma� algumas
das transi�c	oes sempre podem ser disparadas�
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